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“Jesus aber sprach zu ihnen: Ich bin das Brot des Lebens.
Wer zu mir kommt, den wird nicht hungern,
und wer an mich glaubt, den wird nimmermehr diirsten.”

Evangelium des Johannes 6, 35






Einleitung

Randwertprobleme zu partiellen Differentialgleichungen stehen seit Beginn der
modernen Naturwissenschaft im Zentrum des Interesses von Mathematikern, Na-
turwissenschaftlern und Ingenieuren. Nahezu jedes physikalische Problem etwa
fithrt auf eine Differentialgleichung, deren Losung bestimmte zusétzliche Bedin-
gungen — in der Regel auf dem Rand eines Gebietes — erfiillen muf.

Integralgleichungsmethoden spielen eine wichtige Rolle bei der Behandlung dieser
Randwertprobleme. Sie werden nicht nur zum Studium der Streuung akustischer
oder elektromagnetischer Wellen benutzt — wir denken hier etwa an [Gii], [Ke],
[Le], [Wd], [Wrl], [Wr2], [CK1] —, sondern auch in verschiedenen anderen Berei-
chen der mathematischen Physik, etwa der Theorie der Warmeleitung, der Elasti-
zitatstheorie, bei Stromungsproblemen und anderen. Randintegralgleichungsme-
thoden haben eine lange Geschichte und wurden schon von Neumann, Poincaré
und Fredholm verwendet.

In den letzten Jahren traten inverse Probleme zu den entsprechenden Rand-
wertproblemen mehr und mehr ins Zentrum der Aufmerksamkeit der fachlichen
Offentlichkeit. Es handelt sich dabei in der Regel um die Rekonstruktion von
Parametern oder bestimmender Groflen der sogenannten direkten Probleme aus
dem gemessenen Abbildungsverhalten. Die Behandlung inverser Probleme wirft
eine Reihe von weitergehenden Fragen auch an die urspriinglichen Probleme auf,
die bisher nicht oder nur rudimentir behandelt wurden.

Wir betrachten in dieser Arbeit die Streuprobleme am schallweichen und schall-
harten undurchdringlichen Hindernis zur zeitharmonischen akustischen Wellen-
gleichung — der Helmholtzgleichung — und das elektromagnetische Streuproblem
am idealen Leiter zu den zeitharmonischen Maxwellgleichungen im IR3. Das so-
genannte direkte Problem besteht darin, zu einem Gebiet D und einer gegebenen
einfallenden Welle eine Losung der gegebenen Differentialgleichungen in IR*\ D zu
finden, welche den zum Streuproblem gehorigen Randbedingungen geniigt. Beim
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wnversen Problem versucht man das Gebiet D zu bestimmen, wenn zu einer festen
einfallenden Welle die Losung des Randwertproblems oder deren Werte u™¢** auf
Teilmengen des IR\ D vorgegeben (‘gemessen‘) sind.

Das Ziel, ein Gebiet bei vorgegebenen Streudaten zu rekonstruieren, fithrt auf die
Frage nach der Abhéngigkeit des gestreuten Feldes u® von der Form des Gebiets-
randes 0D. Es geht also um das Studium und die Invertierung der Abbildung

u® : 0D +— u®*(0D). (1)

Diese Abbildung ist stark nichtlinear. Die Gleichung u®(0D) = u™* besitzt
nicht unbedingt eine eindeutige, in vielen Fallen gar keine Losung und die Losung
héngt bei praxisnaher Wahl der Normen nicht stetig von der rechten Seite ab.
Es handelt sich somit um ein im Hadamard’schen Sinne — vgl.[Ha] — schlecht
gestelltes Problem.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit den Differenzierbarkeitseigenschaften
der durch (1) gegebenen Abbildung. Der hier vorgestellte Weg zum Nachweis der
Fréchet Differenzierbarkeit mit Hilfe von Integralgleichungsmethoden ist neu in
der Streutheorie und der Theorie partieller Differentialgleichungen. Er wird in
dieser Arbeit an drei Randwertproblemen ausgefiihrt. Eine weitere Anwendung
wurde schon von Krefl ausgearbeitet (vgl. [K2]). Er behandelt Inverse Streuung
am offenen Bogen mit Hilfe eines Quasi-Newton Verfahrens. Bei den bisher in der
Literatur bekannten Zugéngen wurde die Differenzierbarkeit eines Randwertpro-
blems mit Hilfe von Variationsmethoden (vgl. [Ki3]) oder unter Ausnutzung des
Satzes iiber implizite Funktionen (vgl. [S]) nachgewiesen — eine genauere Einord-
nung geben wir weiter unten nach der Beschreibung der Ergebnisse dieser Arbeit.

Eine Darstellung der angesprochenen Streuprobleme, ihrer Lésung und der Diffe-
renzierbarkeitsresultate in Abhéngigkeit vom Rand finden sich im vierten Ka-
pitel der Arbeit. Das vierte Kapitel enthélt somit die fiir die Motivation der
gesamten Arbeit zentralen Probleme und sollte vom Leser vor allen anderen Tei-
len der Arbeit gelesen werden. Wir erlautern im folgenden kurz das Prinzip des
Vorgehens, die wichtigsten Ergebnisse und erkléaren den Aufbau der Arbeit.

Im vierten Kapitel wird die Losung des jeweiligen Randwertproblems mit Hilfe
eines Potentialansatzes der Form

u@) = [ K(oy)e)dsy), e B\D (2)
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auf die Losung einer Randintegralgleichung der Form

p@) =2 [ K(@y)e)ds(y) = f(z), = €D 3)

zuriickgefithrt. Die Funktion K 16st die entsprechende Differentialgleichung fiir
x # y. Die Dichte ¢ ist eine stetige oder holderstetige Funktion auf dem Rand
0D des Gebietes D. Der Integraloperator besitzt einen singuldren Kern. Demnach
folgen wir den klassischen Potentialansédtzen und der Theorie der Integralopera-
toren in der Menge der stetigen Funktionen und in Holderrdumen, wie sie etwa
in [CK1], aber auch [Le], [Kul] oder [MP] ausfiihrlich beschrieben sind.

Wir betrachten nun eine Schar
0D, :={zx+r(x),xr € 0D}

von Fliachen, welche sich aus einer Referenzfliche 0D = 0D, durch die Transfor-
mationen
r—z, =x+r(x), xe€dD

mit einem hinreichend glatten Vektorfeld r : 9D — IR? ergibt. Wir transformieren
die bei der Streuung an D, anstelle von (2) und (3) auftretenden Potentiale und
Randintegraloperatoren iiber 0D, auf den Rand 0D, des Referenzgebietes. Man
erhélt etwa fiir den Integraloperator aus (3) die Form

| K@) () Irlr y)ds(y), @ € oD, @

wobei Jr(r,y) die Transformationsdeterminante des Oberflichenelements von
0D, auf die Fliche 0D im Punkt y bzw. y, darstellt. Die Operatoren sind be-
schrinkte lineare Abbildungen zwischen den Mengen der stetigen, holderstetigen
oder holderstetig differenzierbaren Funktionen auf dem Rand des Referenzgebie-
tes. Die Abhéngigkeit der Losung des Streuproblems vom Rand des Gebietes kann
nun untersucht werden, indem die Abhéngigkeit des auf 0D, transformierten Po-
tentials (2) und der transformierten Operatoren (4) vom Vektorfeld r studiert
wird. Diese Untersuchung geschieht in Kapitel 3. Im vierten Kapitel wird aus den
Ergebnissen des dritten Kapitels schliefllich die beliebig h&ufige Fréchet Differen-
zierbarkeit der angesprochenen Randwertprobleme in Abh#ngigkeit vom Rand
abgeleitet.

Im dritten Kapitel wird die Fréchet Differenzierbarkeit verschiedener auf 9D,
transformierter Potentiale der Form (2) und Randintegraloperatoren der Form
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(4) in Abhéngigkeit vom Vektorfeld r nachgewiesen. Bei den in Abschnitt 3.1
vorgestellten Operatoren handelt es sich um die klassischen Einfach- und Doppel-
schichtpotentialoperatoren — vgl. [CK1], [Gii], [Ke], [Ki2], [Ma], [Wd], [Wrl] oder
[Wr2] — zur Helmholtzgleichung und den zeitharmonischen Maxwellgleichungen.
Nachdem wir in Abschnitt 3.2 einige grundlegende Dinge zum Begriff der Fréchet
Ableitung zusammengestellt haben, wird im zentralen Differentiationssatz in Ab-
schnitt 3.3 gezeigt, dafl unter geeigneten Voraussetzungen die Fréchet Ableitung

j{ [ K(mr,yr>so<yr>JT<r,y>ds<y>} (5)

des Randintegraloperators durch den Integraloperator

0
L o { K @ )o@ Je () bs(y) (6)
gegeben ist, also durch Ableitung des Integranden berechnet werden kann. Zu den
Voraussetzungen gehort die zweimalige Fréchet Differenzierbarkeit des Kernes

K(xh yr)JT(Tv y)

in Abhéangigkeit von r. Diese Differenzierbarkeit der Kerne ist Gegenstand von
Abschnitt 3.4. Nachzuweisen sind ferner die Abbildungseigenschaften des Opera-
tors (6) iiber den einmal bzw. des Operators

62

| 5 {0 ) (w) I, ) ds(y) ™)

iiber den zweimal differenzierten Integranden in den betrachteten Rdumen. Mit
diesen Abbildungseigenschaften in den Raumen der stetigen bzw. holderstetigen
Funktionen beschéftigen wir uns in Abschnitt 3.5. In Abschnitt 3.6 arbeiten wir
schlieflich in den Rdumen der holderstetig differenzierbaren Funktionen.

Zu den wesentlichen Voraussetzungen des Differentiationssatzes aus Abschnitt 3.3
gehort, dafl die Abbildungseigenschaften der Integraloperatoren (7) gleichmdfig
fiir alle Rander einer Umgebung des Referenzgebietes gelten, d.h. dafl die Men-
ge der Operatornormen beschriankt ist. Da sich diese GleichméBigkeit nicht un-
mittelbar aus den in der Literatur vorhandenen Sitzen ablesen lafit, werden in



Kapitel 2 Sitze iiber Abbildungseigenschaften von singulédren und schwach sin-
guliiren Integraloperatoren iiber Flichen im IR? bewiesen. Die Sitze des Kapitels
orientieren sich an analogen Sitzen aus den Biichern von [CK1], [MP] und [Ku2].
Bei den Beweisen wurde im Unterschied zu den genannten Biichern mit speziel-
len Atlanten — vgl. Abschnitt 1.2 — gearbeitet, so dafi die jeweiligen Konstanten
explizit im Beweis und im Satz auftauchen. Das zweite Kapitel bereitet somit
durch Aufarbeitung der Literatur das dritte Kapitel vor. Die Ausgliederung der
Ergebnisse aus dem dritten Kapitel ist durch die relative Eigenstéandigkeit der
Satze im Verhiltnis zu den Differenzierbarkeitsaussagen gerechtfertigt.

Kapitel 1 dient zur Einfithrung einiger wesentlicher Begriffe und zur Darstel-
lung einiger Eigenschaften und Séatze iiber singulédre Integraloperatoren, auf die
wir spater unmittelbar zugreifen wollen. Zum Teil geben wir dort Teile aus [K1],
[CK1], [Kil] und [MP] in geeigneter Zusammenstellung wieder. Die Kapitel 1
bis Kapitel 3 sollten im wesentlichen ohne Heranziehung weiterer Literatur
verstidndlich sein — es wurde Wert auf eine elementare Darstellung gelegt. Al-
lerdings geht es in ihnen weniger um eine Einfiihrung fiir den mit Integralglei-
chungsmethoden unerfahrenen Leser als vielmehr um eine zusammenhéngende
und systematische Darstellung der hier gewonnenen Ergebnisse. Kapitel 4 und
Kapitel 5 beziehen sich unmittelbar auf die Biicher [CK1] und [CK2] von D. Col-
ton und R. Kref. Hier wurde hiufig auf die erneute Darstellung der benutzten
Satze und Gleichungen verzichtet.

Die Differenzierbarkeitseigenschaften der Losung eines Streuproblems in Abhéngig-
keit vom Rand eroffnen die Moglichkeit zur Anwendung des Newton Verfahrens

oder Newton-dhnlicher Verfahren zur Losung des inversen Problems, also zur In-

vertierung der Abbildung (1). Wir verweisen hier auf die einschligige Literatur

zum Newton Verfahren in Banachrdumen und auf [R], [K2], [KR], [Ki3], [Mu],

[P], [To] und [WC]. Die Untersuchung effektiver Formen des Newton-Verfahrens

zur Losung des jeweiligen inversen Problems gehort nicht zur Aufgabenstellung

dieser Arbeit.

Die praktische Berechnung der Fréchet Ableitung eines Streuproblems mit Hilfe
der differenzierten Integralgleichungen erweist sich als nicht effektiv. Aus diesem
Grund und aus theoretischem Interesse geben wir im fiinften Kapitel Cha-
rakterisierungen der Fréchet Ableitungen der Streuprobleme: sie sind wiederum
Losungen entsprechender Randwertprobleme. Die Ableitungen kénnen also als
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Losungen von Randwertproblemen mit den bekannten Methoden berechnet wer-
den.

Die Differenzierbarkeitseigenschaften des Streuproblems am schallweichen Hin-
dernis wurden — wie oben schon angeschnitten — mit Hilfe von Variationsme-
thoden von D. Colton und R. Kref§ in [CK2] und von A. Kirsch — siehe [Ki3] —
untersucht. Auch J. Simon untersucht in [S] die Differenzierbarkeit von Randwert-
problemen und von Integraloperatoren, allerdings nicht fiir singulére oder schwach
singulédre Kerne und nicht in den klassischen Rdumen, sondern in Sobolevriaumen,
so daB seine Uberlegungen fiir die hier zu untersuchende Streutheorie nicht nutz-
bar sind. Die Fréchet Differenzierbarkeit impliziert die “I'—Differenzierbarkeit”
oder die “domain derivative”, wie sie in [P] oder [Ki3| definiert wird.

Eine Charakterisierung der Fréchet Ableitung des Streuproblems am schallwei-
chen Hindernis wurde schon in [Ki3] von A. Kirsch mit Hilfe von Variations-
methoden abgeleitet. Die hier dargestellten und mit Integralgleichungsmethoden
erzielten Ergebnisse der Abschnitte 4.2 und 5.1 zu diesem Problem findet man in
[Po] veroffentlicht.

Die Differenzierbarkeit der Losung des Streuproblems am schallharten Hinder-
nis und des FElektromagnetischen Streuproblems und die in den Abschnitten 5.2
und 5.3 dargelegte Charakterisierung der Ableitungen sind nach meinem Wissen
bisher unveroffentlicht.

Fiir die fachliche Unterstiitzung und viele fruchtbare Diskussionen wéhrend der
Anfertigung dieser Arbeit danke ich Herrn Prof. Dr. Rainer Kref3. Eine grofie Hilfe
war mir die Moglichkeit, meine noch unausgereiften Uberlegungen nach und nach
im Rahmen eines Doktorandenseminars im Sommer 1993 und Winter 1993/94 in
etwa zwei bis dreiwdchigem Abstand vortragen zu koénnen.

Gottingen, September 1994
Roland Potthast
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Kapitel 1

Grundlagen

Im ersten Kapitel der Arbeit sammeln wir einige Grundlagen aus der Analysis
und aus der Theorie der Integral- und Randintegralgleichungen.

Der erste Abschnitt dient zur Darstellung von Notationen zu den Raumen der
stetigen und hdélderstetigen Funktionen.

Die Abschnitte 1.2 und 1.3 beschiftigen sich mit Gebieten im IR3, die einen
C™*—glatten Rand haben, wobei m > 1 eine natiirliche Zahl und « € [0,1)
ein reeller Parameter ist. Der zweite Abschnitt zeigt zunéchst eine Moglichkeit
zur analytischen Beschreibung solcher Rander mit Hilfe von Atlanten auf, wie sie
aus der Differentialgeometrie wohlbekannt ist. Diese Atlanten werden dann zur
Definition von Funktionenrdumen auf dem Rand eines Gebietes benutzt.

Um die Abhéngigkeit von Randwertproblemen vom Rand eines Gebietes studieren
zu konnen, betrachten wir in Abschnitt 1.3 bestimmte durch ihre Rénder

0D, :={z+r(zx),x € 0D}

mit Vektorfeldern r € C™*(0D, IR?) definierte Scharen von Gebieten. Fiir kleine’
r liegen diese in einer geeigneten Umgebung eines Referenzgebietes Dy. Funktio-
nen auf 0D, und in Abschnitt 3.1 auch Integraloperatoren werden im Verlauf der
Arbeit auf 0Dy transformiert und dort in Abhéngigkeit von r untersucht.

Im Abschnitt 1.3 fithren wir ferner alle spater benétigten differentialgeometri-
schen Grdfien ein. Wir geben jeweils auch die auf 0D, transformierte Form an,

1



2 1. Grundlagen

so dafl in Kapitel 3 bei der Untersuchung der Abhéngigkeit von r direkt darauf
zuriickgegriffen werden kann.

In Abschnitt 1.4 werden einige technische Details zu den Gebieten D, ausgefiihrt.

Singuldre und schwach singuldre Integraloperatoren treten bei der Behandlung von
Randwertproblemen mit Hilfe von Potentialansédtzen auf. In Abschnitt 1.5 werden
die Begriffe und Notationen eingefiihrt. Aulerdem dient dieser Abschnitt dazu,
auf bestimmte analytische Schwierigkeiten einzugehen, die bei der Behandlung
von Cauchy-Hauptwerten iiber Flachen auftreten.

Die Abbildungseigenschaften von speziellen schwach singulédren Integraloperato-
ren in den Rdumen der holderstetig differenzierbaren Funktionen werden in Ab-
schnitt 3.6 untersucht. Zu ihrer Vorbereitung dient der in Abschnitt 1.6 bewiesene
Satz iiber die Differenzierbarkeit eines Integraloperators mit schwach singuldrem
Kern.

1.1 Die Riume der stetig und hoélderstetig dif-
ferenzierbaren Funktionen

Der vorliegende Abschnitt fiithrt grundlegende Bezeichnungen ein.

Stets sei D C IR?® eine beschrinkte, offene und zusammenhingende Menge mit
Rand 9D und Abschlufl D. Im vierten Kapitel stellt D ein Gebiet dar, an welchem
akustische und elektromagnetische Felder gestreut werden. Wir nutzen eckige
Klammern (.,.) ohne jede Indizierung zur Bezeichnung des euklidischen Skalar-
produktes im IR3. Q. (x) bezeichne die Kugel mit Radius € um den Punkt z im IR?
bzw. im IR? den entsprechenden Kreis, S, () die Sphiire vom Radius € um z bzw.
im IR? den Rand des Kreises. Sei d(V, W) der euklidische Abstand der Mengen V
und W in IRY bei einer vorgegebenen Raumdimension N € IN.

Wir kommen nun zu den Mengen der stetigen und stetig differenzierbaren Funk-
tionen. Zur Raumdimension N € IN betrachten wir eine offene Menge U C IRY.
Wir setzen fiir m € IN,

F(U) := { Funktionen ¢ : U — C},
C™(U) = { m-mal stetig differenzierbare Funktionen ¢ : U — C },
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C™(U) = { ¢ € C™U), alle Ableitungen von ¢ bis zur Ordnung
m konnen stetig auf den Rand 0U von U fortgesetzt
werden },

BC™(U) = { ¢ € C™{U) mit beschrankten Ableitungen auf U}.

Mit v := (7, ...,7n) bezeichnen wir Multiindizes. Die Linge des Multiindex -y
wird durch |y| := 71 + ... + yn gegeben. Ferner haben wir den zugehorigen Diffe-
rentiationsoperator
ohl
D" = —————.

oui*...0u}y
Auf dem Raum BC™(U) der m—mal stetig differenzierbaren Funktionen mit
beschrinkter m—ter Ableitung ist durch

Il lpemay = > max|Do(u)]

[v]|<m uet

eine Norm erkldrt. BC™(U) wird mit dieser Norm zu einem Banachraum.

Nun sollen vektorwertige Funktionen behandelt werden. Wir betrachten eine Men-
ge W C RN oder W C €Y. Mit C™(U, W) bezeichnen wir die Menge der Ab-
bildungen U — W, deren Komponenten m—mal stetig differenzierbar sind. Ana-
log zum Vorausgehenden werden die Bezeichnungen F(U, W), C™(U,W) und
BC™(U,W) eingefithrt. Normen auf BC™(U, W) erhdlt man durch das Maxi-
mum der jeweiligen Normen der Komponenten.

Gegeben seien Mengen U € RM . W C IRY und eine stetig differenzierbare Funk-
tion ¥ € CY(U,W). Dann wird die Funktionalmatrix grad® von ¥ durch
(grad¥)(u) := (grad ¥y (u), ..., grad¥y(u))

gegeben.

Bei der Behandlung von Integraloperatoren sind die Rdume der hélderstetigen und
hélderstetig differenzierbaren Funktionen von zentraler Bedeutung. Betrachten
wir Zahlen a € (0, 1] und m € IN;. Dann bezeichnen wir die Menge der m—mal
a—holderstetig differenzierbaren Funktionen mit

C™*(U):={ ¢ € BC™(U),|D"p(u) — Dp(v)| < clu— | fiir alle
u,v € U,|y| < m mit einer Konstante ¢ > 0. }
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Auf C™*(U) wird durch

DY (u) = D7p(v)|
X% ||C’mva(U) = Hch(U) + sup sup

u—v[*
weU ol=m

eine Norm erklart. C"*(U) wird mit dieser Norm ein Banachraum. Der Raum
C™(U, W) wird analog zu C™ (U, W) eingefiihrt und zu einem Banachraum ge-
macht.

1.2 (Gebiete mit C"“—glattem Rand

Im zweiten und dritten Kapitel der Arbeit werden Integraloperatoren iiber den
C™*—glatten Rand 0D eines Gebietes D untersucht. Hier prisentieren wir dar-
um einige differentialgeometrische Grundlagen, die zum Studium der Rander sol-
cher Gebiete und auf ihnen definierter Funktionen niitzlich sind. Es geht dabei
zundchst um die Definition der Rénder und um die Méglichkeit, diese mit Hil-
fe von Karten in den Griff zu bekommen. Ferner fassen wir noch einmal einige
Notationen zu Funktionenrdumen auf 0D zusammen.

Sei D C IR? ein beschriinktes Gebiet. Dann existiert ein Ty > 0, so daB |z — y| <
[y gilt fiir alle x,y € D.

Gegeben sei eine natiirliche Zahl m € INV. Wir sagen, der Rand 0D von D sei
von der Klasse C™* bzw. er sei C™*—glatt, wenn 0D eine zweidimensionale
C™*— Mannigfaltigkeit ist, d.h. wenn es zu jedem Punkt z € 9D eine beziiglich
der Relativtopologie von D in IR?® offene Umgebung V C 0D gibt, eine zusam-
menhiingende offene Menge U C IR? und eine m—mal a—hélderstetig differen-
zierbare stetig umkehrbare Abbildung ¥ : U — V mit Rang (grad¥) = 2. Der
Homo6omorphismus ¥ : U — V heif3t lokale Karte. Wir sprechen auch von lokalen
Koordinaten.

Mit J bezeighnen wir eine Indexmenge. Sei U; C IR? offen fiir i € J, {V;,i € J}
eine offene Uberdeckung von 0D und seien ¥, : U; — V; lokale Karten. Dann
nennen wir A : {(U;, V;, V;),i € J} einen Atlas von 9D.

In Kapitel 2 sollen Schranken fiir die Normen bestimmter Randintegraloperato-
ren iiber 0D explizit ausgerechnet werden. Diese hdngen unter anderem von der
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Form des Gebietes D ab. Die bei der Definition der folgenden speziellen Atlanten
auftretenden Konstanten sind die mafigeblichen Grofien.

A heifit isometrischer Atlas der C™*—Fliche 0D, wenn es positive Konstanten
I'y und I'y gibt, so daf} gilt

LY lemaq,msy < T, SV
2. |Vi(u) —¥(v)] > Tolu—1, uwel,ieJ

Nimmt man an, dafl die Konstante I'; minimal, die Konstante I's maximal gewéahlt
ist, so sind I'; und I'; eindeutig. Wir verzichten allerdings hier darauf.

Durch Verkleinerung der offenen Mengen U; bzw. V; 14t sich mit Hilfe eines
Kompaktheitsargumentes stets die erste Abschétzung erreichen. Auch die zwei-
te Abschéitzung kann mit einem analogen Argument unter zusétzlicher Bertick-
sichtigung der Gleichung Rang(grad¥) = 2 ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit vorausgesetzt werden. Es 148t sich somit stets ein isometrischer Atlas zum
C™*—glatten Rand 0D eines beschriankten Gebietes finden.

Beim Studium der Regularitétseigenschaften singulérer Integraloperatoren wird
das Integrationsgebiet hiufig in der Form 0D = V U (0D \ V) aufgespalten
und das Integral auf einer Menge V’ mit V/ C V ausgewertet. Um daraus auf
die Reguléritdt der Gesamtfunktion schliefen zu kénnen, gehen wir wie folgt
vor. Sei A = {(U;,V;,¥;),i =1,..., N} ein endlicher isometrischer Atlas von dD.
Dann existieren zusammenhingende offene Mengen U/ C IR? mit U/ C Uj;, so
daB {V/ := U;(U!)} wieder eine offene Uberdeckung von 9D bildet. Es ist dann
s :=inf,y nd(V/,0D\V;) groBer als Null.

Zu einem endlichen isometrischen Atlas einer beschrankten Flache 0D setzen wir
stets die Mengen U/ und die Konstanten 'y, ..., I's als gegeben voraus.

Inwiefern wir bei der Arbeit mit Karten von einem speziellen Atlas unabhéngig

sind, zeigt die folgende Aussage: Sei D C IR? ein beschriinktes Gebiet mit C"™*—glattem
Rand. Sind ¥, : U; — V und ¥y : Uy — V zwei Karten, so ist die Parameter-
transformation T := \111_1 oWy : Uy — U; und ihre Inverse m—mal a—holderstetig
differenzierbar (vgl. [F3], §14 Satz 5).

Wir definieren nun Funktionenrdume auf 0D. Sei stets A ein Atlas des C™—glatten
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Randes 0D und g eine Zahl aus INg mit 0 < g < m. Wir setzen

CH(OD) :={p:0D — C, poW e CHU) firalle (U,V,¥)e A}.

Weiterhin gilt fiir 0D von der Klasse C"“ die Bezeichnung
C™0D) :={p:0D - C, po¥ e C™*(U) furalle (U, V,V)ec A}.

Wegen der Differenzierbarkeit der Parametertransformationen sind diese Rdume
unabhéngig von der Wahl des Atlanten A.

In kanonischer Weise fiithren wir die Bezeichnungen C*(0D, W) und C™* (0D, W)
fiir Mengen W C IRY oder W C €V ein.

Wir betrachten einen Rand dD von der Klasse C'. Gegeben sei eine Menge
V' C 0D und ein Punkt = € V. Mit T(V,z) bezeichnen wir die Menge der
Tangentialvektoren t € IR* an D in x. T(V) bezeichnet die Menge der Tan-
gentialfelder an V. Entsprechend heifit die Menge der stetigen Tangentialfelder
CT (V). Die Menge der punktweise auf eins normierten stetigen Tangentialfelder
nennen wir NCT'(V'), die Menge der holderstetigen Tangentialfelder CT%*(V).

Auf C(9D) nutzen wir die kanonische Supremumsnorm. Auf C%*(9D) wird eine
Norm durch

lo(r) — ¢(y)]

80 " = SO + sup @
I llcoaon) = @ llewn) + sup ==

z,y€0D

gegeben. Sei ¢ € C"™*(0D) und sei A= { (U;,V;,V;), i € J } ein isometrischer
Atlas von dD. Dann setzen wir

Il [y = sup | ¢ 0 Wi [ gmaery- (1.1)

(S

Entsprechend werden Normen fiir holderstetig differenzierbare Vektorfelder auf
0D definiert. Weitere Normen auf C™(9D) bzw. C"*(9D) fiir m > 1 fithren wir
im nédchsten Abschnitt ein.
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1.3 Scharen von Gebieten und etwas Differenti-
algeometrie

Der vorliegende Abschnitt 1.3 hat zwei Funktionen. Erstens sollen zu einem Ge-
bietsrand 0D differentialgeometrische Begriffe und Funktionen bereitgestellt wer-
den, die in Kapitel 3 zum Studium der singuldren und schwach singulédren Inte-
graloperatoren benétigt werden. Zweitens soll die Untersuchung der Abhdngigkeit
dieser Groflen vom Rand des Gebietes vorbereitet werden. Dazu betrachten wir
zunéchst

Die Gebietstransformation

In Kapitel 3 werden Randintegraloperatoren und in Kapitel 4 Randwertproble-
me in Abhéngigkeit vom Rand eines Gebietes untersucht. Wie erfafit man eine
geeignete Menge von Réandern? Welche Metrik oder Norm soll darauf eingefiihrt
werden?

In dieser Arbeit werden Randwertprobleme mit Hilfe von Potentialansédtzen und
Randintegralgleichungen gelost. Dabei werden die Abbildungseigenschaften der
Randintegraloperatoren in der Menge der holderstetigen und holderstetig diffe-
renzierbaren Operatoren an zentraler Stelle ausgenutzt. Diese Abbildungseigen-
schaften erhilt man nur, wenn 0D hinreichend glatt, etwa C?— bzw. C*“—glatt
ist. Wir sind mit der Menge von Réndern also auf hinreichend glatte Rénder fest-
gelegt. Auch die Wahl einer geeigneten Metrik auf unserer Menge von Gebieten
muf sich daran orientieren.

Wir erhalten fiir das einfachste in Kapitel 4 betrachtete Randwertproblem eine
geeignete Schar von Gebieten, wenn wir auf den Rand eines Referenzgebietes D
eine Schar von C?—glatten und in der C?—Norm kleinen Vektorfelder addieren.
Damit sind gleichzeitig alle Gebiete erfafit, deren Rand, Tangentenvektoren und
Kriimmung sich hinreichend wenig von den zu 0D gehorigen Grofien unterschei-
det. Eine Verallgemeinerung dieser Uberlegung fiithrt uns zu folgendem Vorgehen.

Sei m € IN eine natiirliche und p > 0 eine hinreichend kleine reelle Zahl. Wir
betrachten ein beschriinktes Gebiet D C IR? mit C™®—glattem Rand und ein
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m—mal holderstetig differenzierbares Vektorfeld r : D — IR® mit Norm

[rlla<ep
Wir setzen
xy =z +r(x)
und studieren Gebiete D,., welche durch den Rand
oD, :={x,,x € 0D}

definiert sind. Fiir hinreichend kleines p sind die Rénder 0D, wieder C™% glatt
— in Abschnitt 1.4, Lemma 1.3 finden sich dazu genauere Aussagen. Wir setzen
von nun an stets p als hinreichend klein gewahlt voraus.

Die Transformation der Raume

Gegeben seien Mengen V' C 9D und W C RY. Wir setzen V, := {z,,7 € V}.
Dann ist V., C 9D,. Sind 0D und r hinreichend glatt, so kénnen wir Teilrdume
E von F(V,,W) vermoge der Abbildung 7 : g — ¢,

p(x) :=p(x +r(z), ©edD,

isomorph auf einen entsprechenden Teilraum von F(V, W) abbilden. Da alle Funk-
tionen und Operatoren stets nur in Teilrdumen von F(V, W) betrachtet werden
sollen, verzichten wir in der gesamten Arbeit auf voneinander abweichende Be-
zeichnungen von E und dem jeweiligen Bildraum unter 7 und identifizieren ¢
und @.

Die Inverse 7 ! von 7 wird gegeben durch

?(y) == oy +7(y)), y €D,
mit
7(z,) == —r(x), x € dD.

Bei O™ —glattem Gebietsrand 0D sind die Abbildungen 7 und 7 ! zwischen
C™*(0D) und C"™*(9D,) normbeschrénkt, was weiter unten anhand der Defini-
tion der Normen eingesehen werden kann.

Beispielsweise werden durch die angegebene Transformation bei einem Gebiet D
mit C?—glattem Rand die Rdume C?*(9D,) und C?(0D) bijektiv und normbe-
schrankt aufeinander abgebildet.
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Der Normalenvektor

Gegeben sei ein Vektorfeld r € C™*(dD, IR*) mit hinreichend kleiner Norm
| 7 || - Mit v(r,y) bezeichnen wir den nach auflen weisenden Normalenvektor an
den Rand eines Gebietes D, im Punkt y, € 0D,. In lokalen Koordinaten schrei-
ben wir 7 := vo W, wobei ¥ : U — V eine lokale Karte eines Atlanten von 0D ist.
Nach eventuellem Vertauschen der Koordinaten u; und uy von u = (uy,us) € U
erhalten wir die Darstellung

(r) = ]j((:)) (1.2)
mit
oV OroV oV OroVv
N(r) = {(8u1 + ouy )X <8uQ+ Ous )}
und

o ow oy | ouy

J(’l“) :|(8\If 8TO\II>X(8\I/ 87"0\1/)|

Die Fundamentaltensoren und die Mittlere Kriimmung

Sei D C IR? ein beschriinktes Gebiet mit C?—glattem Rand und A ein isome-
trischer Atlas von 9dD. Wir betrachten eine lokale Karte ¥ : U — V aus A
mit offenen Mengen V' C 9D und U C IR?. Als ersten Fundamentaltensor der
Differentialgeometrie fiir die Flache 0D bezeichnet man die symmetrische Grofie

G = ((9jr)jh=12),

ov 37\1;>, ik =1,2. (1.3)

gjk = <8u]7 aUk
Wir nutzen fiir a,b € IR* die Beziehung
<CL X b,CL X b> = <CL, a><b7 b) - <a7b>2
und erhalten (mit Hilfe von Rang (gradV¥) = 2)
Ouy’ Ouy’ NOus’ Ous Ouy’ Ous
B <8\I/X8‘If 8\IIX8\I/>>O
n 8u1 ﬁuQ ’ 8U1 8u2 .

detG = <
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In Lemma 1.4 des Abschnitts 1.4 wird sogar die Existenz einer Konstanten ¢ mit
detG > ¢ > 0 auf U gezeigt. Wir erhalten

ov oV ov  ov

. 1 <%7Tu2> _<diu1’diuz>
detG | _jow ovy ov ow,
Ouy’ Ous Ouy’ duy

und nutzen die Schreibweise ¢ := (G™1);; fiir i,1 = 1,2. Es gilt ¢*' € CY(U).

Durch Differentiation der Gleichung (v, %> = 0,7 = 1,2, erhdlt man fiir die
J

durch

0?w
ij{ = <V’ ﬁukau]>

definierten Groflen die Beziehung

( v ) (v oy 14)

. Ouy0u; Ouy’ 87%

Man bezeichnet b;;, als zweiten Fundamentaltensor der Differentialgeometrie fiir
die Fliche 0D. Differenziert man die Gleichung (v, v) = 1, so erhiilt man (2%, v) =

ou; 0V
0, 7 = 1,2. Somit gibt es Groflen bf, j,k =1,2, so dafl die Beziehung

ov ov
= == =192 1.
auj Jaul7 .] ) ) ( 5)

erfiillt ist. (Uber doppelt auftretende Indizes wird summiert.) Setzt man (1.5) in
(1.4) ein, so erhdlt man unter Ausnutzung der Symmetrie von G die Gleichung

biw = bigis
und somit nach Multiplikation mit ¢** und Summation iiber k
b =bj g™ (1.6)

Der Skalar ] ]
it 2
H = 3b = (b3 +3) (1.7)

heifit mittlere Kriimmung. H ist eine von der Wahl der lokalen Karte unabhéngige
Grofe.
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Wir benétigen auch die auf die Flache 0D transformierten Fundamentaltensoren
fiir die Flache 0D, sowie die transformierte mittlere Kriimmung. Wir erhalten sie,
indem wir stets ¥ durch ¥ + ro W bzw. v durch v(r) ersetzen. Wir benutzen fiir
diese transformierten Tensoren die Bezeichnungen g;;(r), G(r), ¢**(r), bii(r), bF(r)
bzw. fiir die Kriimmung H (r).

Der Oberflichengradient

Als Oberflichengradienten einer Funktion ¢ € C*(9D) zum Rand 0D bezeichnen
wir die in lokalen Koordinaten durch

ju0p oV 0¥

w p—
(Gradg) e g Ou; Ouy

gegebene Grofle. Der Oberflachengradient ist von der Wahl der lokalen Karte
unabhéngig.

Sei @ eine auf 0D, definierte Funktion. Grad, % bezeichne den Oberfléchengradi-
enten von @ an die Fliche 0D,. Der Oberflichengradient ist ein Element von
CT(0D,). Wir transformieren den Oberflichengradienten vermoge der weiter
oben eingefithrten Abbildung 7 auf 0D, setzen ¢ := 7% und bezeichnen die
transformierte Funktion mit Gradyg := 7 o Grad,7 '¢. Es gilt in lokalen Koor-
dinaten

I(poW)I(V +1roW)

ou; Ouy,

Sei a = (ay,...,a3) € CY(OD, R?) ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann
setzen wir

(Gradpy) o U = g"*(r)

. (1.8)

Grada := (Graday, ..., Gradas).
Induktiv definieren wir fiir ¢ € C™(9D), x € 9D eine m—lineare Form

(Grad™p)(z) : R* x ... x R* — ©
durch
(Grad™ ) (z) (71, .oy Tim) 1= Gradm_l(<7'1, Grad<,0>)(x)(72, ey Tim)

fiir 7, € IR? und m > 1.
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Integrale iiber 0D

Gegeben sei der C'—glatte Rand 9D eines Gebietes D C IR? und ein endlicher
isometrischer Atlas A = {(U;,V;, V;),i = 1,..., N} von dD. Man bezeichnet mit

ov; ov;
Ji(v) :=y/detG(v) = 9, v) X 70, v)

die Gram’sche Determinante von 0D beziiglich der Karte ¥; : U; — V;. Durch
ds(y) := Ji(v)dv fir y = ¥;(v), v € U; wird das natirliche Maj$ (orientiert an
der Einbettung in den IR?®) auf V; C D gegeben.

Eine Funktion ¢ € F(9D) heifit integrierbar, wenn fir alle (U;,V;,V;) € A,
i =1,...,N die Funktionen (¢ o U;)J; iiber U; integrierbar sind.

Man definiert Integrale iiber V; C 0D durch

/% o(y)ds(y) == /U(go o W) (v)Ji(v)dv.

Sei V"=V \ (Uj>i V]) und U}" := U1 (V}"). Integrale iiber 9D werden definiert
durch

L ewdsty) = 3 [ eldsty)

Der Fliacheninhalt s(0D) der Flache 0D wird gegeben durch

s(dD) = / ds(y).

oD

Die Transformation von Integralen

Integrale iiber die Rander 0D, der Gebiete D, sollen im folgenden auf den Rand
0D des Referenzgebietes D transformiert werden.

Sei D der C'—glatte Rand eines Gebietes D, A = {(U;, Vi, ¥;),i =1,..., N} ein
endlicher isometrischer Atlas von 9D, p hinreichend klein und r € C1(9D, IR?)
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mit || 7 ||, < p. In Abschnitt 1.4 wird nachgewiesen, da8 dann der Rand 0D,
wieder C'—glatt ist. Ein Atlas von 8D, wird durch die Karten (U, ., Vi, ¥; ), i =
LN mit U, == U;, V;, == {z+rx),xreV;} und ¥,, := U, +ro ¥, fir
1 =1,..., N gegeben.

Fiir die Gram’sche Determinante J;(r) von 0D, beziiglich einer Karte (U,.;, V,.;, ¥,.;)
aus A, erhalten wir

8(\11z +7ro \I/z) 8(\1’1 +ro \I/z)
P O A

JZ'(’I",U> = ‘ , UE Uz (110)

Wir definieren Jr(r) : 0D — € durch

8(‘1/i+ro\IJi) (

Ousg

Jr(r,y) = | , yeViv=T(y) eV (L1

v) x 9% (v)|

oY,
ouq (

Man iiberzeuge sich durch eine elementare Rechnung davon, dafl die rechte Seite
von (1.11) nicht von der speziellen Karte ¥; abhéngt. Die Funktion Jp(r,.) ist
somit wohldefiniert. Wir erhalten nun

<

/V”so(y)dS(y) = /Ui(sOO‘lfr,i)(v)Jr,i(v)d
= [ oo Z e

i

= /V p(y)Jr(r,y)ds(y). (1.12)

i

Somit stellt Jr(r,y) die Jacobideterminante der Transformation z — z, im Punkt
y dar.

Weitere Normen auf C"(0D) und C"™*(0D)

Am Ende des Abschnitts 1.2 wurden Normen auf C™(9D) und C™*(0D) defi-
niert. Diese nutzen lokale Karten und sind wesentlich kartenabhéngig. Wir wollen
hier kartenunabhéngige Normen auf den angegebenen Réumen definieren.



14 1. Grundlagen

Sei 0D der C™—glatte Rand eines Gebietes D. Der Raum C™(0D) wurde in
Abschnitt 1.2 definiert. Wir definieren eine Norm darauf durch

¢ [lemapy = i sup { sup ’(Gradjgo)(x)(ﬁ,...,Tj)’}.

j=0 €D \nelR3,|m|<1

Fiir Gebiete mit C™*—glattem Rand und ¢ € C"™*(9D) ist (Grad™¢) (71, ..., Tm)
eine holderstetige Funktion. Eine Norm auf C"™*(9D) wird gegeben durch

K% ||cm,a(aD) = ||om(aD) +  sup || (Grad™¢)() (71, ..., Tin) ||007a(aD)-
TiEBSJTi‘Sl

Die Raume C™(0D) und C™*(0D) werden mit den angegebenen Normen zu
Banachrdumen.

Die angegebene Norm auf C"™*(0D) berticksichtigt die natirliche Metrik auf 0D,
welche durch die Einbettung in den IR*® gegeben wird.

Die Normen | . [|cm.a(gp) und || . || 4 sind dquivalent, d.h. es gibt Konstanten Ca
und C 42 mit

Caillella = lle HCm,a(aD) < Cazllella (1.13)

fiir alle ¢ € C™*(9D). Den Nachweis dieser Aquivalenz erhélt man unmittelbar
aus der Definition des Oberflachengradienten mit Hilfe der Gleichung

ov ~ O(poV)

Die Konstanten C4; und C42 héngen nur von den Konstanten I'y und I'y des
isometrischen Atlanten ab.

Zur Bezeichnung von Kugeln mit Radius p um den Ursprung von C™(dD, IR?)
bei gegebenem Referenzgebiet D setzen wir

cre = {r 0D — B, r € O™ (0D, R*). | 7 | ooy < 0

und
Cp = {r:0D — IR r € C™(OD, R), | 7 | cmiop.ms) < P} -

p
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Satz 1.1 Seien «, 5 aus (0,1) mit a < 3. Dann sind die Finbettungen

C*?(9D) — C(0D)

und

Co’ﬁ(aD) — C’O’O‘((?D)
sowie

C’l’a(ﬁD) — CO’O‘@D)
kompakt.

Beweis: Zum Beweis siehe [CK1], Satz 2.5, fiir die ersten beiden Behauptungen.

Die dritte Behauptung ergibt sich wie folgt:

Die Einbettung C**(dD) — C%P(dD) ist beschrinkt, C%?(0D) — C%*(dD)

kompakt. Da die Komposition einer beschrankten Abbildung mit einer kompakten

Abbildung kompakt ist, erhélt man die Aussage.

Die Oberflichendivergenz

O

Sei D C IR? ein beschriinktes Gebiet mit C*—glattem Rand und sei a € CT* (D)
ein stetig differenzierbares Tangentialfeld. Dann gilt lokal die Darstellung

U ov + ov
o) = P P
“ “ 8U1 2 (9u2
mit
1 ov ov
= \j - _ il
a det? <a o ¥, g2 Dy g12 8u2>
und 1 ow ow
Az = m@ © ‘I’agnaiu2 - 91267“>~

(1.15)

(1.16)

Die Oberflichendivergenz von a an die Fliche 0D wird in lokalen Koordinaten

gegeben durch

Divao ¥ := 1 {a(\/detG a;) + aa(vdetG az)

8u1 U9

}. (1.17)
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Wir wollen analog zur Behandlung des Oberflichengradienten auch Oberflichen-
divergenzen auf den Flichen 0D, untersuchen und auf die Referenzfliche 0D
transformieren. Wir betrachten eine Schar von stetig differenzierbaren Tangenti-
alfeldern a(r) € CT'(9D,) mit r € C>. Die Formeln (1.15) und (1.16) nehmen
dann die folgende Form an:

B OV +roV) OV +roW)
a(r)oW = al(r)a—u1 ag(r)a—u2 (1.18)
mit
mr) = = y{atr) 0w, gzg(r)w — gl L (g
und
oalr) = gy (@) 0 W () 2 O gy PR L)),

Die Oberflachendivergenz von a(r) an die Flache 0D, wird lokal gegeben durch

Div,a(r) o ¥ := ! {831 (v/detG(r)ai(r)) + aam(\/detG(r)ag(r))} :

detG(r)
(1.20)

Die Oberflachendivergenz ist zunéchst fiir Tangentialfelder definiert. Bei der in
Kapitel 3 durchgefiihrten Fréchet Ableitung eines Tangentialfeldes nach der Funk-
tion r gerdt man aus der Menge der Tangentialfelder heraus. Wir setzen daher hier
die Oberflichendivergenz auf die Menge aller stetig differenzierbaren Vektorfelder
durch Einschub eines Projektionsoperators auf CT'(9D,.) fort.

Gegeben sei ein stetig differenzierbares Vektorfeld a € C*(0D, €?). Dann setzen
wir

Divra := Div,.(Q(r)a)
mit Q(r) : C*(0D,C*) — CTY(0D,) :
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Man berechnet Divra durch (1.20) mit a anstelle von a(r) in (1.19), d.h. der
Projektionsoperator taucht hier gar nicht mehr explizit auf.

Wir wollen zuletzt noch den Begriff der schwachen Oberflichendivergenz und
einige Funktionenrdume einfithren, welche in den Kapitel 4 zugrundeliegenden
Sitzen aus [CK2] benutzt werden. Sei dazu eine Funktion a € CT'(0D) gegeben.
Mit Hilfe des Gauf’schen Integralsatzes erhédlt man nach kurzer Rechnung

Diva ds = 0.
aD

Fiir stetig differenzierbare Funktionen ¢ € C*(9D) erhalten wir aus der Definition
die Produktregel
Divipa = Grady - a + ¢Diva

und damit

¢Diva ds = — Grady - a ds. (1.21)
oD oD

Sei nun a € T'(0D) eine integrierbare Funktion. Eine iiber 0D integrierbare Funk-
tion Diva € F(0D,C) heifit schwache Oberflichendivergenz von a, wenn (1.21)
gilt fiir alle ¢ € C(OD).

Wir setzen
T4(0D) :={a € CT(0D), Div a existiert mit Diva € C(0D)},
TY¥(0D) := {a € CT**, Div a existiert mit Diva € C%*(0D)}.
Die Rédume bilden mit den Normen
lallz,op) =l @l + [ Diva [

und
| a HTC?’“(BD) =la Hcova(aD,aﬁ) + || Diva HCOvOf(aD)

normierte Vektorrdume. Es gilt
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Satz 1.2 Sei 1 > a > 0. Der Finbettungsoperator
1% TY*(OD) — Ty(dD)
1st kompakt.

Beweis: Siehe Theorem 6.15 von [CK2].

1.4 Einige technische Details

In diesem Abschnitt werden einige technische Rechnungen zu den Abschnitten
1.2 und 1.3 ausgefiihrt.

Lemma 1.3 dient zum Nachweis der in Abschnitt 1.3 aufgestellten Behauptung,
das dort zu einem Gebiet D mit C"™*—glattem Rand — m € IN — und einem
Vektorfeld r aus C™*(0D, IR?) definierte Gebiet D, sei bei hinreichend kleiner
Norm || 7 || wieder ein Gebiet mit C™*—glattem Rand.

Lemma 1.3 Gegeben sei ein beschrinktes Gebiet D C IR® mit C™— glattem
Rand, ein endlicher isometrischer Atlas A = { (U;, Vi, ¥;), i =1,..., N } von 0D,
ein reeller Parameter p mit
0 < p < min {Fl,FQ,Fg/E)}
und ein Vektorfeld r aus C™(0D, IR?) mit
| oW, H(vaa(Ui,RL%) < p

firi=1,..,N. Zur Abbildung © — x + r(x) definieren wir eine Kartentransfor-
mation durch

Ui =Uy, Vii={z,,2eVi},V,; =V, 410V,
1) Dann gelten fiir die Konstanten

Iys=min{(I'y — p)/I'1,3/53/Tv}, T'ps5:=max{(I1+p)/T2, (I'o+2p)}/I's
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die Ungleichungen

Poalz =yl < Jor =gl < Tps oy (1.22)

fiir alle x,y € 0D. Die Abbildung 0D — 0D, : x — x, ist also bijektiv und ein
Homdomorphismus, wobei 0D und 0D, als Teilmengen von IR® zu metrischen
Rdumen werden.

2) Durch A, = {(Uyi, V3iy Vi), =1,..., N} wird ein endlicher isometrischer
Atlas von 0D, gegeben. Die den T'; entsprechenden Konstanten werden gegeben
durchTpo:=To+2p, Ty :=T1+p, Ipo:=To—pundl'y3:=3/5T5.

Beweis: 1. Zunédchst sind die Funktionen ¥, ; = ¥, + ro W, ¢ =1,..., N wieder
m—mal holderstetig differenzierbar und wir erhalten unmittelbar

H qu,i ”Cm,a(Ui’RS) < “ \Iji HCm’O‘(Ui,R3) + H ro ‘Iji Hcm,a(U“REt) < F1 + p (1.23)

und
U, i(u) =0, 5(v)] > Ta—p) |u—v|, u,vel,. (1.24)
II. Aus
[z =yl = e —yl = Ir(0)] = [r(y)]
> d(V/,0D\V;) — 2 _max_ [ 70V || gmea iy

-----

v
}1
w
|
[\
~Z
ot
}1
w
|
W
~
ot
=
w

fir z, € 9D, \ V,; und y, € V., folgt
d(V/;, 0D, \ V;;) > 3/5Ts. (1.25)

III. Wir zeigen nun Teil 1) des Lemmas, indem wir die Existenz von Konstanten
I', 4 und I', 5 nachweisen, mit denen (1.22) gilt. Gegeben seien x und y aus 9D.
Dann gibt es ein j € {1,..., N} mit z € V]. Betrachten wir den Fall y ¢ V;. Dann
gilt |z —y| > T3, |z, —y,| > 3/5 713, |[x—y| < T und |z, —y| < To+ 2p und
somit (1.22) in diesem Fall mit I', 5 = (I'y+2p) /I3 und ', 4 = 3/5 I's/Ty. Im Fall
y € V; gilt fiir uw:= ¥ (z) und v := V' (y)

Py Ju—of < fz—y[ < Ty ju—v|
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und
Ty —=p) [u—v| < |o, =y < Ti4p) [u—2].

Daraus folgt (1.22) mit I'y5 = (I'h + p)/To und ',y = (I'y — p) /T

IV. Sicherlich sind die V;’z und V,; als Bilder offener Mengen unter einem Homdo-
morphismus offene Mengen. Sowohl {V,.;,i = 1, ..., N} als auch {V’ i=1,.., N}

bilden eine Uberdeckung von 0D,.

V. Wir wollen nachweisen, dafl Rang (grad¥, ;) = 2 gilt auf U; fur allei = 1, ..., N.
Angenommen es sei Rang (gradV¥,;(v)) < 2 fir ein v € U;. Dann gilt fiir ein
A € IR die Beziehung 0V, ;/0u; = A -0V, ;/Ouy. Setzen wir vy(e) := v+ (€,0) und
va(€) := v + (0, Ae), so gilt

Wrs(01(6) = Wra(a @] = |G €= T ) de+ O
= 0,

im Widerspruch zu

(Wri(vi(e)) = Wri(va(€))] = (Ta = p) |vi(e) — vale)]
Ty — p)V1+ N2e

VI. Aus den Aussagen in 1., ITI., IV. und V. folgen nun die Behauptungen von

Teil 2) des Lemmas. 0

Sei A ein isometrischer Atlas zum Rand 0D eines Gebietes D. Wir setzen
1 .
pai=y Cyy min{I', Ty, T'5/5}.

Dann gilt — vgl. (1.13) — fiir ein Vektorfeld » € C;%* und (U;,V;, ¥;) € A die
Beziehung

r m,a
|| T o \I/z ||Cm’a(U') S M < min {F17F27F3/5}
’ Can
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und nach dem vorausgehenden Lemma ist das Gebiet D, wieder ein beschrénktes
Gebiet mit C"™*—glattem Rand.

In Lemma 1.4 weisen wir nach, dafl sich schon aus den Eigenschaften eines iso-
metrischen Atlanten bestimmte Abschéitzungen fiir die Gram’sche Determinante
der lokalen Karten ergeben. Die entsprechende Aussage ohne eine explizite Form
der Konstanten kann auch ohne Rechnung mit Hilfe eines Kompaktheitsargumen-
tes gefolgert werden. Abschatzungen dieser Art werden etwa im dritten Kapitel
benétigt, wenn wir die Fréchet Differenzierbarkeit der Normale an die Fléche 0D,
zeigen wollen.

Lemma 1.4 Sei D ein Gebiet mit CH*—glattem Rand und A ein isometrischer
Atlas von 0D. Dann gilt

N() aﬂ( )‘ > I3 YT+ I vel (1.26)

R T S Vo

fir alle Karten (U, V, V) aus A.

Beweis: Es gilt

ov
Iy < 8ui(v> < Ty, velU (1.27)
fir alle (U, V, V) € A. Sei
e(v) = + o (*) U
+(v) = - , v E
| (v)
Es gilt
L) < & cU (1.28)
Fl ~ +\U ~ FQ, v . .

Es folgen fiir v1(€) := v + (¢,0) und vy(€) := v 4 (0, A+ (v)e) die Abschitzungen

FQ
Toe (|14 —= < Tae /1423 (v) = Ty|(e,0) — (0, Ax(v)e)|
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ov ov
< [W(vi(e)) — W(va(e))| = aT“(U - asz(U)Ai(U)e +O(e%)
8\11 8\11 2 8\11 g%(v> ('?T‘I} v 2
- - < 1 2
O 0)— 2L el e+0(e) < [0 >\ T TR ]|
fiir v € U. Daraus folgt
o o
5 (v) 5-(v) | Iy /=5 5
L Ouz > 2 T2 4712 velU
| )| gE@] T T
und somit
o o
9 aTl(”) aTz(”)
=T ) e
U1 Ous

> velU

mit Hilfe elementargeometrischer Uberlegungen.

1.5 Singuliare Integraloperatoren

Wir beschéftigen uns im folgenden mit singuldren und schwach singuléren Inte-
gralen und Integraloperatoren iiber Gebieten im IR? und Flichen im IR3.

Es werden zunéchst Notationen und Begriffe zusammengefaf3t. Schliellich studie-
ren wir das Verhalten von Cauchy Hauptwertintegralen iiber Fldchen. Die dies-
beziigliche Aussage des Lemmas 1.5 wird fiir Satz 2.6 benotigt und mit diesem
zusammen im dritten Kapitel der Arbeit fiir die Operatoren S,T und N benutzt.
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Sei U C IR? offen. Wir setzen Ay = {(u,u),u € U}. Ein stetiger Kern
b UxU\ Ay — @

heiBt schwach singuldr, wenn es Konstanten ¢ > 0 und « € (0, 1] gibt, so daf} gilt

C

|k(u,v)| uF#v, u,vel.

— ’U _ 'U’Q_a
Schwache Singularitdten sind im Sinne eines uneigentlichen Integrals integrierbare
Singularititen. Der Kern k heifit singuldr, wenn gilt

C

|k(u,v)] < uF#v, u,vel

2
|u = vl
mit einer Konstanten ¢ > 0. Singuldre Kerne sind im allgemeinen nicht im unei-

gentlichen Sinne integrierbar.
Sei dD eine C?—glatte Fliche im IR?. Ein stetiger Kern

K :0D x 90D\ Agp — C
heifit schwach singuldr bzw. singuldr, wenn gilt

|K(z,y)| < r#y, v,y€dD

bzw.

K (z,y)] < r#y, v,y €0D

o~ yI’
mit Konstanten ¢ > 0 und « € (0, 1]. Gilt fiir einen schwach singuldren Kern fir
alle u € U die Beziehung

lig I, 0)| = o0,

so heifit er echt schwach singuldr. Gibt es eine Konstante ¢ > 0 mit

¢
— < |k(u, )] uFv, u,vel,

|u— vl

so heiflt der Kern k echt singuldr oder stark singuldr. Entsprechende Bezeichungen
gelten fiir die Kerne K.
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Wir wollen singuliire und schwach singulidre Kerne K auf Flichen 0D C IR? und
ihnen entsprechende Kerne k auf Gebieten U C IR? studieren.

Sei A = {(U,V,V;), i=1,..,N} ein endlicher isometrischer Atlas der
Cl—glatten Fliche 0D. Dann ist ein stetiger Kern K : 0D x 9D \ Ngp — €
genau dann singulér bzw. schwach singulédr, wenn die durch

ki(u,v) == K(V;(u), ¥;(v))J;(v)
fiir = 1, ..., N auf U; definierten Kerne singulédr bzw. schwach singulér sind. Das

folgt unmittelbar aus den Figenschaften 1. und 2. isometrischer Atlanten.

Die Integrierbarkeit von K (x,.) iiber 0D ist nach den Bemerkungen aus Abschnitt
1.3 — Integrale iiber 0D — per definitionem &quivalent zur Integrierbarkeit von
ki(u,.) tiber U;. Die schwach singuldren Kerne sind somit stets integrierbar. Die
Integrale iiber V; konnen durch Integration der k;(u,.) berechnet werden.

Singuldre Kerne k bzw. K sind im allgemeinen nicht mehr integrierbar. In spe-
ziellen Fillen existiert allerdings der Grenzwert

w(u) := lim we(u)

é—0
mit
we(u) := k(u,v)dv, uwe U
= [ o ko)
bzw.
W(z) = lirrol We(x)
mit

W (z) := K(z,y)ds(y), oD.
()= [ oo, K@)dsty), e

Wir sagen dann, das Integral iiber k(u,.) bzw. K(z,.) existiere im Sinne eines
Cauchy Hauptwertes.

Die Existenz eines Cauchy Hauptwert-Integrals W (x) fiir z € V' C 9D ist nicht
mehr dquivalent zur Existenz eines entsprechenden Cauchy Hauptwert-Integrals
von k(u,.) iiber U, da im allgemeinen die Grenzwerte

lim k(u,v)dv (1.29)
=0 JU\T-1(DNQ(z))
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und

él_r% S k(u,v)dv (1.30)
verschieden sind. Sei x = ¥ (u) und y = ¥(v) mit w,v € U und |y — x| = e. Wir
setzen o, := U~1(OD N Q. (z)). Dann ist o, fiir hinreichend kleine € sternférmig
beziiglich u, was man analog zur ersten Zeile von (1.32) einsehen kann. Sei 6 :=
(v —u)/|v—wu| und sei a(e,u,f) = |v—u| fiir v aus dem Rand von o.. Dann
existiert der Grenzwert

lin% ale, u,0)

= B(u,0) (1.31)

und ((u,.) ist eine symmetrische stetige Funktion. Dies sieht man durch

L b el o
_ a(e,EU,@) ‘(grad\y)(u)oiz:ﬁ 1 0(66)’
also .
115%0‘(63) = (I(grad¥)(u)o0]) . (1.33)

Betrachten wir einen singuldren Kern der Form

k(u,w:;f(u,e)so@), o=lu—v],0= """

[0 —ul’

mit holderstetigem ¢ und einer stetigen Funktion f, welche die Bedingung

/Sf(uﬁ)ds =0 (1.34)

erfiillt. S bezeichne die Einheitssphére. Dann gilt

B ale, u,0)
/Sf(u,e)lna(e,u,e)ds — /Sf(u,e)lnids. (1.35)

€
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Ferner erhalten wir

lim [ 0% f(u,0)p(v)dv = /Q>lg2f<u,e>so<v>dv

=0 JU\o.
im0 )le(w) — ()l () i | f(u0)nate u,0)dS.
(1.36)

Die ersten beiden Integrale der rechten Seite stellen genau den gewohnlichen
Cauchy Hauptwert in diesem Fall dar. Es folgt

lim 0 2 f(u,0)p(v)dv = (1.37)

=0 JU\o,
limy [ 07 fwO)p(0)dv — olw) [ [, 0)In(u,6)dS

Daraus ergibt sich das

Lemma 1.5 Gegeben sei der C*—glatte Rand 0D eines beschrinkten Gebietes
D im IR® und ein singulirer Kern K : 0D x 0D — . Wir betrachten einen
isometrischen Atlas A von 0D. Sei (U,V, V) eine lokale Karte aus A und x =
U(u) € V. Kann man den Kern k(u,v) == K(V(u), V(v))J(v) als Summe

k(u,v) = ko(u,v) + kq(u,v)

eines Termes

V—Uu

1
o) = 5 f(uB)ew). o= lu—v].6= =

mit holderstetigem @ und in 0 antisymmetrischem stetigem f und eines schwach
singuldren Anteils ky(u,v) schreiben, so existiert das Cauchy Hauptwert-Integral

Wia)=lim [ K (ry)ds(y)

und es gilt die Identitdt

W(z) = 11_{% ) k(u,v)dv.
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Beweis: Zunéchst wird W (z) in der transformierten Form durch (1.29) gegeben.
Nach (1.37) ist (1.29) Summe von

lim ko(u,v)dv + / u,0)In B(u,d) dS 1.38
iy [ (oo -+ F,0)nB(u,0) (1.33)
mit einem schwach singulédren Integral, wobei (u, 0) durch (1.31) gegeben wird.
Da [ stetig symmetrisch und f stetig antisymmetrisch in 6 sind, verschwindet
das zweite Integral. Es folgt die Aussage des Lemmas. O

1.6 Differentiation von schwach singulidren In-
tegralen

Wir wollen Aussagen iiber die Regularitit der Funktion

w(u) ::/Uk:(u,v)dv

mit einem schwach singuldren Kern k£ machen. Der folgende Satz spielt in Ab-
schnitt 3.6 eine wichtige Rolle, wenn es um den Nachweis der Abbildungseigen-
schaften des in 3.1 zu definierenden akustischen Einfachschichtpotentialoperators
S und seiner Fréchet Ableitungen in den Raumen der holderstetig differenzierba-
ren Funktionen geht.

Satz 1.6 (1) Gegeben sei ein beschrinktes Gebiet U im IR* und eine offene Men-
geU' C U mit d(U',IR?\U) =6 >0 . Der stetige Kern k : U x U\ Ny — C sei
schwach singuldr und in der ersten Komponente stetig differenzierbar.

(2) Die partiellen Ableitungen %(u’ ) mit i = 1,2 seien gleichméBig fir u € U’
tber die Menge U im Sinne eines Cauchy Hauptwertintegrals integrierbar, d.h.
die Funktion

ok
ge(u) == /U\Qe(u) a—m(u,v)dv, uelU

konvergiere fiir e — 0 gleichméfig auf U’ gegen eine Funktion g : U — C. Wir
nutzen die ibliche Bezeichnung

/U gi(u, v)dv := g(u).
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(3) Es gelte k(u,v) = kg(u, v)+k(u, v) mit einem Kern kg, welcher die Bedingung
ks(u,u +w) = kg(u,u —w) (1.39)

fiir alle w € U und alle w mit hinreichend kleiner Norm |w| erfillt und einem
Kern k, welcher der Abschdtzung

k(u,v)| < Clu—o[™, wvelusto (1.40)
mit einer Konstanten C' und o € [0, 1) gentigt. Dann ist

w(u) = /Uk(u,v)dv, uwel

auf U' stetig differenzierbar nach u; und es gilt fir die Ableitung

gg (u) = %(u,v)dv, uel i=1,2 (1.41)

N U 0uz
Beweis: Die Funktion

we(u) = /U\Qé(u)k(u,v)dv, uel’

ist auf U’ stetig nach wu; differenzierbar. Mit Hilfe klassischer Analysis schitzen
wir den Differentialquotienten von w, ab. Wir erhalten die Beziehung
ow, ok

o, u) = U\Qe(u)a—ui(u,v)dv+ s <V0(v),ei>k(u,v)d5(v), welU'. (1.42)

Dabei ist vy der nach aulen weisende Normalenvektor an den Kreis Sc(u), e; der
1—te Einheitsvektor und dS das Kurvenelement dieses Kreises. Wir zerlegen das
Integral iiber S,(u) in

/Sé(u) <V0(U)>€i>k’s(U,v)dS(U) n

Wegen (1.39) ist der Integrand des ersten Integrals antisymmetrisch und das
Integral verschwindet. Aus (1.40) erhalten wir die Abschéitzung

»/Se(u) <V0 (v), €i>k‘(u, v)dS(v)

und somit die gleichméfige Konvergenz des zweiten Integrals gegen 0. Die Aussage
des Satzes folgt nun mit Hilfe klassischer Konvergenzsétze. O

s <1/0(v), ei>k(u, v)dS(v)

< 2rCet™@




Kapitel 2

Abbildungseigenschaften
singulidrer Integraloperatoren

Ziel des zweiten Kapitels ist es, drei Sétze iiber die Abbildungseigenschaften
schwach singuldrer bzw. singulédrer Integraloperatoren bereitzustellen. Dies sind
die Satze 2.4, 2.5 und 2.6. Es handelt sich dabei im wesentlichen um die Sétze
2.8 und 2.11 aus [CK1] und einen Spezialfall des Satz 4.2 aus [MP]. Die hier
angegebenen und bewiesenen Sdtze gehen insofern iiber die zitierten hinaus, als
die auftretenden Konstanten mit Hilfe von Karten genauer bestimmt und in den
Beweisen explizit ausgerechnet werden. Es gehen dabei genau die in Abschnitt
1.2 eingefiithrten Konstanten eines isometrischen Atlanten ein.

Mit Hilfe dieser Sétze erhalten wir in Kapitel 3 Aussagen fiir Scharen von Inte-
graloperatoren, welche in gleichméfiger Weise den Voraussetzungen des jeweiligen
Satzes geniigen.

2.1 Singulire Integraloperatoren iiber Gebiete
im IR?

Wir beschéftigen uns zunéichst mit Integraloperatoren iiber Gebieten im IR?. Mit
Satz 2.1 bereiten wir Satz 2.4 des zweiten Abschnitts vor. Satz 2.2 enthélt einen
wesentlichen Schritt des Beweises von Satz 2.3 und ist das zweidimensionale Ana-
logon des Satzes 2.5. Allerdings kann der Beweis des Satzes 2.5 wegen der schon

29
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in Abschnitt 1.5 angesprochenen Schwierigkeiten mit Cauchy-Hauptwerten nicht
auf Satz 2.2 gegriindet werden, die entsprechenden Zerlegungen miissen auf den
Gebietsrandern selbst noch einmal nachvollzogen werden. Satz 2.3 enthélt die
wesentliche Analysis echt singulérer Integraloperatoren iiber ebene Gebiete und
bildet das Fundament von Satz 2.6.

Satz 2.1 Gegeben sei ein beschrinktes Gebiet U im IR?, eine offene Teilmenge
U von U, M € IN und ein reeller Parameter o € (0,1). Sei o eine Konstante
mit |u —v| <o fir alle u,v € U. Wir betrachten einen stetigen Kern

kU xU\ ANy — C,

der mit einer Konstanten ¢y den Abschdtzungen

k(u,v)] < ¢ Ju—uv|*? (2.1)
und M a—2—j j
k(u1,v) — k(us,v)] < €1 Y Jug — v |ug — ug| (2.2)
i=1

fir alle uy,ug € U, v € U mit 2|uy —us| < |uyg —v| geniige. Dann ist fir

o € C(U) die Funktion
w(u) ::/ k(u,v)p(v)dv, uwelU’ (2.3)
U
a—holderstetig auf U und es gilt

| w ||cO»a(U') < Male HC’(U)’ (2.4)

mit einer Konstanten Ay, welche nur von vy, M und vom Parameter o abhdingt.

Beweis: Wir schitzen wie folgt ab:

a—2
wl < el ¥ lloe [l

Y0 a1
< el Ve [t
= ac H¢HC(U) (2.5)
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mit

g0)
= 2r—. 2.6
C1 ™ o ( )
Wir wollen nun die Giiltigkeit der Ungleichung
w(ur) —w(uz)| < el @ llew lur = ual® (2.7)

mit einer geeigneten Konstanten ¢’ nachweisen. Sei > 0 eine reelle Zahl mit
26 < o und 7 := |u — v|. Es gilt

1 6] . .
/ ——_dv = 2r / —dr = 2 —6° = (2.8)
Qus(w) |u — v 0 ri-« o
mit
o & (2.9)
Co =21 — :
? a
und
M 70 1 M ga—j
> 27r/ T dr < Am Y - 0 = 30 (2.10)
s 26 T«
mit
> .11
Ccs = 4w - . 2.11
3 Zia
Sei nun § := |u; — ug|. Mit Hilfe von (2.1) und (2.8) erhalten wir
k —k d
L o o1, 0) = (s, )] ()
< k(uy,v)p(v)| dv+ k(ug,v)p(v)| dv
S Jpnnsuyy P 0)2(0) s (g | P (82 V)2 (0)
1
< 2c [ o 2.12
e HC(U) Qus(w) [u _U|2 ( )

=2ccalelew |u- ug|® .
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Analog folgt mit Hilfe der Gleichungen (2.2) und (2.10) und der Beschranktheit
des Gebietes U:

/U\QQJ(Ul) Uﬂ(uh U> - k(uQ’ U)] gO(U)dU

< S5 o [T re1ig
< allellee > o' 2r s r
j=1

< aely ||C(G) |ur — ual® (2.13)

Aus den Gleichungen (2.12) und (2.13) folgt nun unmittelbar die Holderab-
schatzung (2.7) mit ¢ := 2¢y + ¢3 und somit die Holderstetigkeit von w auf
U’ und die Abschitzung (2.4) mit der durch A; := ¢ + 2¢5 + ¢3 gegebenen
Konstanten. 0

Der Beweis des folgenden Satzes nutzt im wesentlichen dieselben Techniken wie
der Beweis von Satz 2.1. Er wird zum Beweis des Satzes 2.3 benotigt.

Satz 2.2 Gegeben sei ein beschrinktes Gebiet U im IR?, eine offene Teilmenge
U aus U, M € IN und ein reeller Parameter a € (0,1). Sei vy eine Konstante
mit |u—v| <o fir alle u,v € U. Wir betrachten einen stetigen Kern

kU xU\Ay—C,
der mit einer Konstanten co den Abschdtzungen
k(u,v)| < ¢y |u—uv|? (2.14)
und M o .
(w1, v) — k(ug,v)| < o Y fur — 0|27 Juy — ug)’ (2.15)
j=1
fir alle uy,us € U'yv € U mit 2 |ug — ug| < |up — ug| gendige. Sei ferner
/ k(u,v)dv
U\Qas(u)

fiir alle € > 0 und v € U'. Dann ist fiir o € C%*(U) die Funktion

< ¢ (2.16)

w(u) = /U k(u,v) [p(v) — ¢(u)]dv, uwelU (2.17)
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a-holderstetig auf U’ und es gilt die Ungleichung
lw llcoa@n < Az ezl @ llgoaw (2.18)
mit einer Konstanten Ao, welche nur von vy, M und vom Parameter o abhdngt.

Beweis: Es gilt

w0l < el o et
< acle Hcova(Uy (2.19)
wobei ¢; durch (2.6) gegeben wird. Wir wollen fiir uy,us € U’ die Ungleichung
w(ur) —w(u)| < ¢ e[l @ lloaw) lun —ual” (2.20)
mit einer geeigneten Konstanten ¢’ nachweisen. Sei nun ¢ := |u; — ug|. Mit Hilfe

von (2.14) und (2.8) und der Ungleichung
[o(u) = (@) < 1@ llcoww) lu—2l" (2.21)

fiir die holderstetige Funktion ¢ erhalten wir

Jo o 120 o) = ()] = bz ) o) = )] o

< E(uq,v arrn [ur —v|* do
<[ O oy e =
+ k 9 « - ad
oo 0 1 Ny bz = ol e
<2y HCO’Q(U) |ur — ual®, (2.22)

wobei ¢y die in (2.9) definierte Konstante ist. Es gilt ferner

/U\mswl) K1, ) [p(0) = p(w)] = (uz,0) [p(v) = p(u2)] |dv

= /U\n45<u1> [k, v) = (g, 0)] [p(v) = pluz)] do (2.23)

+

/U\Q45(u1) k(ub U> kp(ul) - SD(U2)] dv|.
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Wir nutzen fiir den ersten Term der rechten Seite von (2.23) die Abschéitzungen
(2.21), (2.15) und Gleichung (2.10) fiir § := |u; — us| und erhalten

vy PH0172) = B2, ) () = ()]

< [ k(n,0) = ke, )| le() - e(uz)] do
U\Qas (u2)

M . 70 .
< 2 || ¢ llgoe {Z [up — ual’ 27 /25 ra_l_]dr} (2.24)
j=1

< agollelear ur—ul®

mit der durch (2.11) gegebenen Konstanten cs. Der zweite Term der rechten Seite
von (2.23) wird mit Hilfe von (2.21) und (2.16) durch

/U\Q45(u1) E(uy,v) [p(ur) — p(ug)] dv

< ¢y ||cO,a(U) lug — U2|a (2.25)

abgeschétzt. Aus den Ungleichungen (2.22), (2.24) und (2.25) ergibt sich nun
unmittelbar die Abschiitzung (2.20) mit ¢ = 2°T¢y+c3+1 und daraus zusammen
mit (2.19) die Abschiitzung (2.18) mit der Konstanten Ay := ¢; +2% ¢y +c3+1.
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Wir beschéftigen uns nun mit echt singuléren Integralen iiber einem beschrinkten
Gebiet U im IR?. Sei |u — v| < 7 fiir alle u, v € U. Wir nutzen die Bezeichnungen

v—1Uu

0:=|u—vl, 0:=
v =

fiir u,v € U. S bezeichnet den Rand des Einheitskreises bzw. der Einheitskugel.
Betrachten wir nun einen echt singuldren Kern k£ der Form

k(u,v) = 0 2f(u,0),u #v, u,v €U (2.26)
und den zugehorigen singulédren Integraloperator

v(u) == /Uk(u,v)w(v)dv, ueU. (2.27)

Die Funktion f : U x S — @ bezeichnet man als die Charakteristik des singulédren
Integrals (2.27) (vgl. [MP]).

Satz 2.3 Die Charakteristiken f(u,0) seien stetig differenzierbar nach u und 6.
Die Funktionen f und ihre ersten Ableitungen seien durch cz beschrdankt auf U x.S.
Es gelte fiir alle w e U

/ F(u,8)dS = 0. (2.28)
S
Wir betrachten ein Gebiet U' C U mit d(U', IR* \ U) > §. Die Dichte ¢ des sin-

guldren Integraloperators (2.27) sei gleichmdf$ig holderstetig auf U. Dann existiert
das Integral (2.27) in folgendem Sinne: die Funktionen

we(u) = /U\Qe(x) k(u,v)p(v)dv, uweU (2.29)

streben fiir e — 0 gleichmdfig in U’ gegen einen Grenzwert w(u). Die Funktion
w ist holderstetig und es gilt die Ungleichung

H w HCoya(U/) S AS C3 H (Y2 ||C'Ov“(U) (230)

mit einer Konstanten As, die nur von den Parametern o,y und & abhdngt.
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Beweis: I. Wir wihlen € < ¢ und zerlegen das Integral (2.29) mit Hilfe der Bezie-
hung (2.28) in

we(u) = wy(u) + e(u)wao(u) (2.31)
mit

wy . (u) = /U\Qe 0 2f(u,0) [p(v) — p(u)] dv, uelU

und
wao(u) = / 0 2f(u,0)dv, uvel.
U\Qs(w)

II. Wir behandeln zunéchst w; . Wir weisen nach, dafl der Kern

k(u,v) = 07" f(u,0)

von w; die Bedingungen des Satzes 2.2 erfiillt. Da f beschrankt ist, gilt die
Abschitzung (2.14) mit co = c3. Die Ungleichung (2.15) mit M = 1 und ¢y =
(10 + 2vp)cs ergibt sich wegen der Differenzierbarkeit von f mit Hilfe des Mit-
telwertsatzes der Differential- und Integralrechnung — vgl. Gleichung (2.36). Die
Ungleichung (2.16) mit der Konstanten ¢y = 27 ¢3 (Inyy — Ind) ist wegen

k(u,v)dv / k(u,v)dv
/U\Qe(u) () U\Qs(u) (u:0)

< 27 cs /670 ;dg
= 27 c3 (In(y) — In(9)) (2.32)

fiir 6 > € > 0 eine Folge der Bedingung (2.28). Die durch

wyo(u) == /U 0 2f(u,0) [p(v) — p(u)] dv, uwelU

definierte Funktion existiert als uneigentliches Integral und wir haben die Kon-
vergenz wy(u) — wig(u),e — 0 gleichmédfig auf U’. Nach Satz 2.2 gilt die
Ungleichung
[ wio llcoagrny < cacs |l @ llcoam (2.33)
mit
ca = N [104 27 + 27 (Invy —Ind) |. (2.34)
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III. Wir behandeln wsg. Aus der Abschitzung (2.32) folgt fiir den Ausdruck
¢ - wq o die Ungleichung

[o(u) - wao(r,u)] < 27 (In(y0) =In(d)) csll @ llow), wel'. — (235)

Der Kern k(u,v) ist fiir u # v stetig nach u differenzierbar. Es gilt
dk

) = —2 (0w, v)) (2.36)
du; lu — |
1 of of do
— < ——(u, 0 —(u, ), — .
+|u_v|2{aui<u, (u,0)) + (g (1 >’dui<“’“>>}
Es folgt die Differenzierbarkeit von wsy . Die Form

dwg’o

dk
- 8w, v)d
dui (u /U\Qg(u) dul (u’ U) v

<ei> VO(U)>I€(T7 u, ’U)dS(U)
Ss(u)
der Ableitung errechnet man mit Hilfe klassischer Analysis unter Ausnutzung des

Mittelwertsatzes der Differential- und Integralrechnung — vgl. Gleichung (1.42).
Wieder mit Hilfe des Mittelwertsatzes folgt nun

fosafu) —waatu) < (20 { swfrdb)uo)]}

Ue[ul,ug],IU*Ulza

(2.37)
+ 276 { sup |k (u, U)|H |ug — ug|
u€[ug,uzl,|lu—v|=4

N
/N
[\
=)
S
—N
%G| e
+
(o5
[\
——
+
[N}
N
¥‘/

) 1 1
< 27 (78’0‘{534—} + %

Wir nutzen ferner die Abschitzung

p(ur)wao(ur) — pug)waousg)| <

[p(u1) — @(ug)] [wao(ur)| (2.38)
+ |wao(ur) — wap(uz)| | (us2)l
und erhalten

| @ -wag ||oo,a(U/) < oesly HCO!D‘(U)
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mit

c5 = 4r [In(y) — In(d)] + 2%(78’70‘ {(525+(512} + (13730‘). (2.39)

Somit strebt die Funktion w, fiir € — 0 gleichméfig in U’ gegen den Grenzwert
w = w1+ ¢ - we und es gilt die Abschitzung

H w HCO@(U’) < A3 Co H 2 Hco,a(U)

mit der Konstanten
As = (cq+c5). 0O

2.2 Singulire Integraloperatoren iiber Réander
von Gebieten im R’

Der folgende Satz beschéftigt sich mit einem schwach singuldren Integraloperator
iiber den Rand 9D eines Gebiet im IR?, dessen Kern einer zusitzlichen Bedingung
(2.41) gentigt. Es handelt sich im Prinzip um Satz 2.8 aus [CK1].

Satz 2.4 Sei 0D der C'-glatte Rand eines beschrinkten Gebietes D im IR? und
a € (0,1) eine reelle Zahl. Wir betrachten einen stetigen Kern

K :0D x 9D\ Asp — C,
der mit einer Konstanten Cy den Abschdtzungen
|K(2,y)] < Cy |z —y[*” (2.40)

d M oo 4
o K (1,y) = K(22,9)] < C1 > Jan —y|* "7 [y — 2ol (2.41)
j=1

fir alle x,y,x1,x9 € OD mit x # y und 2|z, — 29| < |z1 — y| geniige. Dann ist
fiir ¢ € C(0OD) die Funktion

W(x) = /a K(@.y)eW)ds(y), x€dD (2.42)
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a—holderstetig auf 0D und es gilt

| W ”oma(ap) < MGCifle Ho(aD) (2.43)

mit einer Konstanten Ay, welche nur vom Parameter o, von M und von den
Konstanten Ty, ..., T's eines isometrischen Atlanten von 0D abhdngt.

Beweis: 1. Sei A = {(U;,V;,V;),i = 1,..., N} ein endlicher isometrischer Atlas von
0D und V/ die den Mengen V; in Abschnitt 1.2 zugeordneten offenen Mengen mit
V! C V;. Zum Beweis des Satzes reicht es aus, die jeweiligen Aussagen fiir Wiy
fiir ein beliebiges i € {1, ..., N} zu zeigen. Zur Abkiirzung setzen wir ¥ = ¥, U =
U;, V.=V, und U’ = U]. Wir zerlegen Wy, = Wy + W5 mit

Wi(z) = AD\VK(x,y>¢(y)d8(y), zeV
und
Wa(z) = /VK(w,y)sO(y)dS(y), eV

IT. Wir behandeln W;. Aus den Bedingungen (2.40) und (2.41) folgen die Abschétzun-
gen
(Wi(2)] < T57%5(0D) Cill ¢ lleony

und

M . .
(Wi(z1) = Wi(za)| < (Z Fg_Q_jF?)_a) s(0D) C1 || ¢ llc@py 171 — 22|

J=1

fir x1, 29,2 € V' mit 2|z; — 29| < I3 mit dem durch s(0D) bezeichneten
Flacheninhalt der Fliache 0D. Fiir 2 |27 — 23] > I's erhalten wir

(Wi(21) = Wa(zz)| < 2770 T57°T5° 5(0D) Ci || ¢ llogapy |o1 — 22]”
Es folgt die Holderstetigkeit von Wi auf V' und die Abschéitzung
I Wi llgown < 6 Coll e llcon) (2.44)
mit

M
Co = {rg—Q SR -] P ng—Q—JPg;O‘} s(0D).

=1
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ITI. Betrachten wir nun W5. Wir transformieren das Integral auf U. Sei
F(u,0) = K(U(), ¥(0)J(0)  wd  $(0) = (po O)().

Es gilt Wa(z) = w(¥~!(z)) mit
w(u) = /U k(u,v)y(v)dv, wel'.

Da |J(v)] < T% gilt fiir v € U, erhalten wir mit Hilfe der Eigenschaften des
isometrischen Atlanten aus (2.40) und (2.41) die Abschétzungen (2.1) und (2.2)
aus Satz 2.1 fir alle uj,us € U, v € U mit 2|u; —us| < |u; —v| mit der
Konstanten

c; = C; I'? max {Fg_Q_j -TY|j =0, ,M}

Aus der Abschitzung II. des isometrischen Atlanten erhélt man |u —v| < = fur
alle u,v € U mit der Konstanten v, := I'g/I's. Satz 2.1 liefert nun die Holderste-
tigkeit von w und die Abschitzung

| w HCOvﬂ(U/) < Me||v HC(U)

mit der dort gegebenen Konstanten A;. Wir erhalten daraus unter Ausnutzung
der Abschétzungen eines isometrischen Atlanten die Holderstetigkeit von W5 und

| Wo ||coya(v/) < Gy ||C(8D) (2.45)

mit
¢ =(1+T5%) T max {I57>7 - T[j = 0,., M} Ay .

IV. Aus (2.44) und (2.45) folgt nun die Holderstetigkeit von Wy mit

I Wy llooaqny < (c6+er) Cull @ lloon

und damit die Ungleichung (2.43) mit der Konstanten Ay = cg + 7.

Der folgende Satz folgt Lemma 2.11 aus [CK1].
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Satz 2.5 Sei 0D der C'-glatte Rand eines beschrinkten Gebietes D im IR? und
sei a € (0,1) eine reelle Zahl. Wir betrachten einen stetigen Kern

K :0D x 9D\ Aop — €,

der mit einer Konstanten Cy den Abschdtzungen

K(z,y)] < Cy |z —y|? (2.46)
und
K (21,y) — K(22,9)] < Cy Y |oy—y| ™ 7|z — xof (2.47)
=1

fir alle x,y,x1,29 € 0D mit x # y und 2 |z1 — xo| < |1 — y| geniige. Sei ferner

K(z.y) < C 9.48
fa, Ko < G 2.1
fiir alle € > 0, und x € dD. Dann ist fir ¢ € C**(0D) die Funktion

W)= [ K@y)ley) - o(@)ds(y), = eoD (2.49)
a—holderstetig auf 0D und es gilt

[ W llcoa@py < As Coll ¢ llcoan (2.50)

mit einer Konstanten A5, welche nur vom Parameter o, von M und den Kon-
stanten 'y, ..., I's eines isometrischen Atlanten von 0D abhdngt.

Beweis: 1. Sei A = {(U;, V;,V;),i = 1,..., N} ein endlicher isometrischer Atlas von
0D und V; die den Mengen V; in Abschnitt 1.2 zugeordneten offenen Mengen mit
V! C V;. Zum Beweis des Satzes reicht es aus, die jeweiligen Aussagen fiir W‘V{
fiir ein beliebiges i € {1, ..., N} zu zeigen. Zur Abkiirzung setzen wir ¥ = ¥, U =

Ui, V.=V, und U’ = U]. Wir zerlegen W (r,.)|y» = Wy + W5 mit

W) = [ K@ p)le) —e(@)dst), z eV
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und
Waw) == [ K(@p)lel) - p@)ds(y), weV"

IT. Wir behandeln W;. Aus den Bedingungen (2.46) und (2.47) folgen die Abschétzun-
gen
(Wi(z)] < T5775(0D) Cq || ¢ [l co.a(on

und

M . .
(Wi(z1) = Wi(za)] < (Z F§2JF%Q> s(0D) Cz || ¢ llcoa@py 21 — 22|”

j=1
fir x1,x0,x € V' mit 2|z — 25| < T Fiir 2 |2y — 25| > I3 erhalten wir

[Wi(a1) = Wi(a)| < 2770157215 5(0D) Co || ¢ [lgoa(apy 21— 22|”
Es folgt die Holderstetigkeit von Wy auf V'’ und die Abschéatzung

| W1 HCO’Q(V’) < Cofle ||Co,a(aD)v (2.51)

J=1

M
s = {rg—Q + 3 TgT Y 2t Ty P;a} s(dD).

ITI. Betrachten wir nun W;. Wir gehen nun analog zum Beweis von Satz 2.2
vor. Ein direkter Zugriff auf diesen Satz mit Hilfe der lokalen Karte ist wegen
der in Abschnitt 1.5 besprochenen Probleme mit den Cauchy-Hauptwerten nicht
moglich. Wir fithren im folgenden stets zuerst eine geeignete Zerlegung 'auf 0D’
durch und nutzen anschliefend die lokale Karte und die Eigenschaften des isome-
trischen Atlas zur Abschitzung der Integrale. Es gilt

1
[Wa(z)| < Co Hco,aw)/ ds(y)
vz

T a
—
a—2 1
377 Co |l ¢ llcoww /U md”

< T572aCly Hco,a(Uy (2.52)

IN
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wobei ¢; durch (2.6) mit o := I'g/I'y gegeben wird. Wir wollen nun fiir z;, 25 € V’
die Ungleichung

(Wa(z1) = Wa(zo)| < ¢ Co |l ¢ llgoapy 1 — 22 (2.53)

mit einer geeigneten Konstanten ¢’ nachweisen. Betrachten wir € := 2|z — z4|
und 7 := ¢/I'y. Mit Hilfe von (2.46) und (2.8) und der Ungleichung

lo(@) =W < 1@ llcoww)le—yl* (2.54)

fiir die holderstetige Funktion ¢ erhalten wir

/vm%(m) [K(:vl,y) [o(y) — @(@1)] — K(22,9) [0(y) — @(22)] }ds(y)|

= K(z, aqn |21 —y|"ds
- mee(m)' @@ o) l21 = y[" ds(y)

+/ K (2, o xo — y|¥ds
Vm%(m)\ (@2, 9 1| © o 72 — y|™ ds(y)
1
Qay (u) |u — U|
< ga+l f‘2—2 ¢y Co || %) Hcoya(v) |CL’1 _ 1‘2|a, (255)

dv

IN

2 T3 Call¢llean

2—a

wobei ¢y die in (2.9) definierte Konstante ist. Es gilt

Loy o G (0) = ()] = K (22,) [o(w) — ()] }d3<y>|

= /V\Qze(m) {K(wl’ y) B K(xQ’ y)} [(’D(y) o SO(I‘Z)] ds(y)‘ (256)

/V\Qge(ccl) K(x1,y) [p(x1) — @(z2)] ds(y)‘ )
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Wir nutzen fiir den ersten Term der rechten Seite von (2.56) die Abschitzungen
(2.54), (2.47) und Gleichung (2.10) fiir § := |z — 22| /T'; und erhalten

/V\QQF(;“) |K(21,y) — K(z2,y)| lo(y) — p(x2)] ds(y)

= /V\Q (w2) K (21,y) (22, 9)[ | (y) — p(2)] ds(y) (2.57)
M ' .

< C N j / a—2—j d

= 2 | llooeqv) ]2221 I N s(y)

Mo Yo A

< D) T ) ol g nagyy {z #or [ d}
j=1

< ¢ (Fl + F{W) (Fg_Q + FS_Z_M) C, || ¥ Hco,a(v) |5E1 — $2|a

mit der durch (2.11) gegebenen Konstanten cz. Der zweite Term wird mit Hilfe
von (2.54) und (2.48) wie folgt abgeschétzt:

/U\QQE(:M) K(xh y) [(,0(:61) - (,0(132)] dS(y)’

< Gy Hcoya(U) |21 — xz’a- (2.58)

Aus den Ungleichungen (2.55), (2.57) und (2.58) ergibt sich nun unmittelbar die
Abschétzung (2.53) mit

C/ — 2C¥+1F2—202 4 (Fl 4 Fi\f) Fl—a (FS—Q 4 FS—Q—M)CS + 1
und daraus zusammen mit (2.52) die Holderstetigkeit von W5 und die Abschétzung
|| W2 ||CO;Q(V/) < o C2 || 2 Hco,a(M) (259)
mit

co=T5"2¢c, + 2070972, + (T +TY) I (0824152 M)ey + 1.
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IV. Aus (2.51) und (2.59) folgt nun die Holderstetigkeit von Wy mit

| Wiy ||co,a(v/) < (Cs +09) Colly ||co,a(aD)
und damit die Ungleichung (2.50) mit der Konstanten

A5 = cg + Cg.

Im letzten Satz des Kapitels behandeln wir zwei spezielle singulédre Integralope-
ratoren, welche in Kapitel 3 bzw. 4 bei der Untersuchung der Operatoren 7" und
N benotigt werden. Es handelt sich bei den untersuchten Kernen K um Terme,
aus welchen sich die Fréchet Ableitung des Kernes der in Abschnitt 3.1 definier-
ten Operatoren T] zusammensetzt, vgl. auch Lemma 3.11. Fiir die Definition der
Menge C? verweisen wir auf Abschnitt 1.3.

Satz 2.6 Sei 0D der C*—glatte Rand eines beschrinkten Gebietes D C IR und
a aus (0,1) eine reelle Zahl. Gegeben seien ferner eine hinreichend kleine reelle
Zahl p > 0, eine positive Zahl R € IR, Zahlen k1, ..., ks € INyg mit k1 —2ky—2ks = 3
und j € {1,2,3}. Fir Funktionen r € Cg und h € C% betrachten wir die Kerne

K(rhay) = S 0y () — b)) (2.60)
(h(@) = hiy). hl@) = h(y)", @ #y.a.y €OD

und

K(r,h,x,y) = m<xr — Yy, h(z) — h(y)>k2 (2.61)

(h(@) = h(y), h2) = h(y))", @ #y.2,y € OD.
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Sei ¢ € C**(OD). Dann streben fiir e — 0 die Funktionen
We(r,h,z) = / K(r,h,z,y)e(y)ds(y), xr € 0D
dD\Qe(x)

gleichmdf$ig auf Cg X C% x OD gegen einen Grenzwert W (r, h,z). Die Funktionen
W (r,h,.) sind a-holderstetig auf 0D und es gilt

|| W(T, h7 ) ||CO,&(8D) S AG || @ ||CO»“(8D) (262)

fir alle (r,h) € Cg x C% mit einer Konstanten Mg, welche von (r,h) € Cﬁ x C%
unabhdngig ist.

Beweis: Wir fithren den Beweis nur fiir den ersten Kern (2.60) durch. Der Kern
(2.61) wird genauso behandelt.

I. Sei A ein isometrischer Atlas von 0D und ¥ : U — V C 9D eine lokale
Karte aus A, ferner V' eine offene Teilmenge von V mit d(V/, M\ V) > T'y — vgl.
Abschnitt 1.2. Zum Beweis des Satzes reicht es aus, fiir eine beliebige lokale Karte
die Konvergenz We(r, h, 2) — W(r, h, x), e — 0 gleichméBig auf C2 x C3 x V' sowie
die Abschétzung

H W(T,h, ')|V’ HCO,a(V/) < AG || 2 ||00,a(aD), (T, h) < Cz X CIQ%

mit einer nicht von r, h, (U, V, ¥) und V' abhingigen Konstanten Ag nachzuwei-
sen. Wir zerlegen dazu W,|y» = Wi + Wy mit

Wl,ﬁ(r7 h’? .CE) = K(T’, ha xz, y)SO(?J)dS(y), S %4

/az)\(vwé (z))

und
Wse(r,h,z) = / K(r,h,x, ds(y), zeV’
2.¢( ) \2% (@) ( Y)e(y)ds(y)

fiir (r,h) € C2 x Cy. Teil IL. bis IV. dienen zum Nachweis der Aussagen fiir die
Funktionen W; . und Ws,.
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II. Wir betrachten Wy (r, h,-). Der Kern K(r, h,z,y) ist fir y € 0D\ V in V'
stetig nach z differenzierbar. Wir iiberzeugen uns auf elementare Weise von der
Giiltigkeit der Abschéatzungen
|K(7‘7ha$7?/)| S €10 (263)
fiir (r,h) € C; x Ch, x € V', y € ID\ V und
|(Grad, K)(r,h,z,y)] < en (2.64)

fir (r,h) € C2 x Ch, x € V', y € 9D\ V mit den von 7, h, (U,V,¥) und V'
unabhéngigen Konstanten c¢;g und c¢q;. Fiir € < I's und = € V' gilt die Gleichheit
Wi.e(r, h,x) = Wy o(r, h, x) unabhéngig von e. Somit konvergiert W, . gleichméBig
auf C2 x C% x V' gegen Wi o(r, b, ). Es gilt

(Wio(r, h,z)| < ci0 s(OD)| ¢ [ cowop) (2.65)

und

’WI,O(TJ hwrl) - WI,O(T7 h7 $2)| -

/ (Grad, Wi (r, b, ), ¢ (§)>d7(§)’ (2.66)

< o /d’V s(0D) || ¢ ||00aaD

< ¢n=

LT SOD) @ lcnaony o = al”

wobei v C 9D der durch W(U ! (zy) + [T~ (z;) — U (xy)]), t € [0, 1] gegebene
Weg von x5 nach x; ist und ¢, den normierten Tangentialvektor an diesen Weg
bezeichnet. Es ist also Wi o(r, h, .) a-holderstetig mit

I' 1.4
| Waolr ) lgoagrn < {CIOHHFZ rl }s(am 1 ¢ llooa@p)  (267)
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III. Betrachten wir den Kern k(r, h,u,v) := K(r, h, ¥(u), ¥(v))J(v) auf U’ x U
mit U’ := ¥~ 1(V"). Wir setzen zunéchst H(v) := (ho¥)(v) und R(v) := (ro¥)(v).
Diese Funktionen sind zweimal stetig differenzierbar auf U mit durch R/C 4, bzw.
p/C.4, beschriankten zweiten Ableitungen, vgl. (1.13). Wir zerlegen die durch

we(r, hyu) = /U\Q w“ k(r,h,u,v) (o ) (v) dv, (r,h,u) € C. X Cg x U

gegebene Funktion bei Gebrauch von p := |[v — u| und 0(u,v) := (v —u)/ |v — u|
in die Summe der Terme

Woe(r,hyu) = /U\Qe(u) ;f(r, h,u, 0(u,v)) (poW)(v) dv, (r,h,u) € ngCf,xU
und

wi(r hyu) = /U oy R 0) (o W)Wy dv, (rhu) €€ x ) x U
mit

F(rhou,0) = ~((grad?)(u) o0), ((grad¥ + gradR)(u) o 0
n " |(grad¥ + gradR)(u) o 6" 8 8 7

(gradH)(u) o )™ - ((gradM)(u) o 0, (gradM)(u) o 6)* J (u),

und

1
ki(r, hyu,v) o= k(r,h,u,v) — — f(r, h,u, 0(u,v)),
0

jeweils fir (r, h,u,v) € Cﬁ X Cﬁ x U' x U. Wir nutzen Satz 2.3, um die Konvergenz
von wo (7, h,u) gegen einen Grenzwert wy(r, h,u) gleichméfig auf Cg X Cg x U’
zu zeigen. Wegen der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit der Funktionen H
und R ist f(r, h,u,0) stetig auf U x S nach u und 6 differenzierbar. Man erhélt
eine von r, h, (U, V,¥) und V' unabhéngige Schranke ¢;5 fiir die Ableitungen. Die
Beziehung (2.28) folgt aus der Antisymmetrie von f in . Somit sind die Vor-
aussetzungen des Satzes 2.3 erfiillt. Wir folgern die Holderstetigkeit der Funktion
wo,o(r, R, -) = im0 wo (7, h,-) und die Abschétzung

[ woo(r, i) loa@y < 1283 [ @0V [[coaq)- (2.68)
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Wir wollen Satz 2.1 auf wy(r,h,-) anwenden. Mit Hilfe einer langeren, aber
elementaren Rechnung unter Ausnutzung des Mittelwertsatzes lassen sich die
Abschétzungen

|k1(r, hyu,v)] < ez ju— v|_1 , (2.69)
und
|k1(r, hyug, v) — ki(r, hyug,v)| < c1q |ug — U|_2 lug — usl, (2.70)

je fir u # v,u € U,v € Ur € Cﬁ,h € Cﬁ mit von r,h, (U, V,¥) und V'
unabhéngigen Konstanten c¢;3 und ¢4 nachweisen. Mit Hilfe von

|a—2

lu—o| ' <AL — 0", wAv,uveU

—es gilt |u — v| < o mit vy := [y/Ts fiir alle u, v € U — erhélt man daraus die Vor-
aussetzungen des Satzes 2.1. Wir erhalten die Konvergenz von wy (r, h, ¥~1(z))
gegen wq o(r, h, ¥~ (z)) gleichmiBig auf Cg X C% x V' und unabhingig von der

Karte W : U — V und eine zu (2.68) analoge Abschétzung der Héldernorm von
wy(r, h,-). Es folgt fiir w(r, h,-) := woo(r, h,-) +wio(r, h,-) die Abschitzung

|| w(r,h, ) ”C'Oya(U) S Ci5 || @o v ||CO,CX(U) (271)

mit
Cl5 = 012A3 + 'Y;_a(013+014) Ala

also insbesondere
Wikl < s 90 o) 272

und

[w(r, hyur) —w(r hyug)| < eis | 0oV (| goaq lur — ug|* (2.73)

fiir r € C2,h € C}.
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IV. Mit Hilfe von Lemma 1.5 folgt die Identitét
lir% Wae(r, b, U(u)) = w(r, h,u).

Aus Beweisteil II1., der Abschéatzung

1
luy —ug| < T, |1 — 29
fiir einen isometrischen Atlas und
1
oV llcoaw) < o ¢ llcoaan

erhalten wir nun die Holderstetigkeit von
W270(7“, h, ) = hH(l) WQ’E(T, h, )
aus (2.72) und (2.73). Es gilt die Abschétzung

| Wao(r b} ey <t Il @ llnaon) (2.74)

mit
1
c =Cl5—=———.
16 15 Car(1+13)

Man erhélt aus (2.68) und (2.74) die Aussage des Satzes mit

(2.75)

1

Iy
Ag := s(0D { Fl“”‘} —
6 s(0D) < 10 + c11 0 + c15 Car(11+139)

Iy

Die Gleichméafigkeit der Grenzwerte fiir € — 0 erhélt man wie folgt: In Lemma 1.5
zerlegen wir die Integrale in schwach singuldre Anteile und ein stark singuléres
Integral, dessen Wert allerdings fiir ¢ < I's (I's ist unabhéngig von r und h)
konstant ist. Die stark singuldren Integralanteile konvergieren also gleichméfig.
Fiir die schwach singularen Integrale folgt die gleichméfiige Konvergenz aus den
gleichméBigen Schranken fiir die schwach singuldren Kerne. O



Kapitel 3

Fréchet Differenzierbarkeit von
Integral- und
Randintegraloperatoren

Das dritte Kapitel dient zum Nachweis der Fréchet Differenzierbarkeit von ver-
schiedenen Potentialen, Randintegraloperatoren sowie einigen weiteren Operato-
ren in Abhéngigkeit vom Rand eines Gebietes. Wir betrachten alle Operatoren in
der auf einen festen Referenzrand 0D = 9D transformierten Form. Eigenschaf-
ten der durch

r— z+r(z)

(mit einer geeignet glatten Funktion r € C™*(9D, IR®)) gegebenen Transforma-
tion findet man in Abschnitt 1.3.

Die wesentlichen Ergebnisse dieses dritten Kapitels beruhen auf einer Anwendung
des in Abschnitt 3.3 festgehaltenen und bewiesenen Satzes 3.5. Es geht darin um
die Fréchet Differenzierbarkeit eines singulédren Integraloperators

(A(r)e)(z) = /G [z, y)o(y)duly), =€ Gy

nach einer Funktion r, von welcher der in |z — y| singuldare Kern f(r,-,-) des
Operators A abhéngt. Es wird gezeigt, dafl unter geeigneten Voraussetzungen
Integration und Differentiation vertauscht werden diirfen. Zu diesen Vorausset-
zungen gehort zunéchst die zweimalige Fréchet Differenzierbarkeit des Kernes.
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Dariiberhinaus wird vorausgesetzt, daf3 die aus A entstehenden Integraloperato-
ren, bei denen der Kern f durch seine erste und zweite Fréchet Ableitung % bzw.

3275 ersetzt wird, dieselben Abbildungseigenschaften wie der Operator A haben,
also etwa beschriankte lineare Operatoren von der Menge der stetigen Funktio-
nen auf G, in die Menge der stetigen Funktionen auf GGy sind. Dabei werden
gleichméBig fiir alle Funktionen r einer Nullumgebung die Existenz des Integrals
iiber die zweiten Fréchet Ableitungen im Sinne eines Cauchy Hauptwertes und
gleichméfige Schranken fiir die Integraloperatoren iiber die zweimal differenzier-
ten Kerne verlangt. Die Struktur der Voraussetzungen dieses Satzes spiegelt sich
in der Gliederung des dritten Kapitels wieder .

Im Abschnitt 3.1 sammeln wir Potentiale, Potential-, Projektions- und Spur-
operatoren, welche im vierten Kapitel zur Losung von Randwertproblemen aus
dem akustischen und elektromagnetischen Aufgabengebiet benutzt werden.

Grundlegende Definitionen und Eigenschaften der Fréchet Ableitung von Funk-
tionen zwischen normierten Rdumen werden in Abschnitt 3.2 zusammengefafit.
Abschnitt 3.3 enthélt den schon angesprochenen grundlegenden Differentiations-
satz.

In den Abschnitten 3.4 bis 3.6 beschiiftigen wir uns mit den in Abschnitt 3.1
zusammengestellten Operatoren. Die Fréchet Differenzierbarkeit ihrer Kerne ist
Gegenstand von Abschnitt 3.4. Wir iiberzeugen uns dort auf elementare Weise
von der beliebig hiufigen Fréchet Differenzierbarkeit dieser Funktionen und ge-
ben eine Reihe von Abschitzungen fiir die Singularitét der p—mal differenzierten
Kerne in |z —y| an. In den Abschnitten 3.5 und 3.6 studieren wir die Abbil-
dungseigenschaften der Integrale iiber die differenzierten Kerne und nutzen den
angesprochenen Satz 3.5, um Aussagen iiber die Fréchet Differenzierbarkeit des
jeweiligen Integraloperators zu machen. Dabei arbeiten wir in Abschnitt 3.5 in
den Rédumen der stetigen und holderstetigen Funktionen, in Abschnitt 3.6 in den
Raumen der holderstetig differenzierbaren Funktionen.

3.1 Potentiale und Potentialoperatoren

Im vierten Kapitel werden zwei Randwertprobleme zur akustischen Wellenglei-
chung und ein Randwertproblem zu den zeitharmonischen Maxwellgleichungen
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mit Hilfe von Flachenpotentialen gelost. Dabei reduziert man die Losung des
Randwertproblems auf die Losung einer Randintegralgleichung, in der verschie-
dene Randintegraloperatoren auftreten. Aufgabe des gegenwirtigen Abschnitts
ist es, die bendtigten Potentiale und Operatoren zusammenzustellen.

Sei D C IR? ein beschrinktes Gebiet mit C%—glattem Rand. Die uns interessie-
renden Potentiale und Potentialoperatoren leben auf

0D, ={x +r(z),z € D},

werden allerdings in den Abschnitten 3.4 bis 3.6 und Kapitel 4 in einer auf 0D =
0Dy transformierten Form benotigt und hier gleich so notiert. Eigenschaften der
durch

r— z+r(z)
gegebenen Transformation findet man in Abschnitt 1.3.

Wir betrachten im folgenden stets Funktionen r € C?(9D, IR?), ¢, € C(dD),
a € C(OD,0C?*) und b € CT(0D,). v(r,x) bezeichne die nach aufen weisende
Normale an das Gebiet D, im Punkt z+r(x) und 7 sei ein reeller Parameter. Wir
betrachten spéter die Helmholtzgleichung mit der komplexen Wellenzahl k. Fiir
die Grundlosung zur Helmholtzgleichung in ihrer urspriinglichen und der auf das

Referenzgebiet transformierten Form und erhalten wir mit Hilfe von z, := z+r(z)
die Ausdriicke

eiklz—yl il —yr|
(D(.le,y) = 7,$7éy, l’,yERB, @(r,x,y) =
@~y |z, — Y,
und
Ty — Yr i _ Tr — Yp B -
(gradxq)>(7”, I‘7’y) ‘= 1K 7yem\m yrl _ 7yelli|zr yT"

|z, — yr|2

jeweils fir x # y, x,y € 0D.
Akustische Potentiale

Zur Losung der Randwertprobleme zur akustischen Wellengleichung grundlegend
sind das akustische Finfachschichtpotential

(Si(r)e)(@) = Jop Pz, y.)(y)Jr(r,y)ds(y), =€ IR*\ D,



54 3. Fréchet Differenzierbarkeit von Operatoren

und das akustische Doppelschichtpotential

(Sa(r)p)(x) == Jop (¥(ry), (grad, ®)(x, y,) Yo (y) Jr(r, y)ds(y),
r € IR*\ OD,.

Wir werden in Abschnitt 4.2 das dort definierte akustische Streuproblem am
schallweichen Hindernis mit Hilfe eines kombinierten Potentialansatzes

(S3(r)e)(x) = (Sa(r)e)(z) — in(Si(r)e)(x), =€ R*\0D,

und in Abschnitt 4.3 das akustische Streuproblem am schallharten Hindernis mit
Hilfe eines kombinierten regularisierten Potentialansatzes

(Sa(r)e)(x) = (Silr)e)(@) + in(S2(r)Se)(x), = € ;P\ ID,

16sen. Mit Sy bezeichnen wir dabei den unten definierten Operator S im potenti-
altheoretischen Fall x = 0.

Elektromagnetische Potentiale

Analog zu den akustischen Potentialen nutzen wir bei der Behandlung des in
Abschnitt 4.4 beschriebenen elektromagnetischen Streuproblems die folgenden
Potentiale einer magnetischen Dipolverteilung

(Ev(r)a)(x) = curl [yp ®(x,y,)a(y)Jr(r,y)ds(y), =€ >\ ID;,
(Hi(r)a)(z) = =LcwlE(r,z)a x € R*\ D,

und einer elektrischen Dipolverteilung

(Ex(r)a)(z) = curlcurl fop v(r,y) x a(y)@(r, z,y)Jr(r, y)ds(y),
r € R*\ oD,
(Hy(r)a)(z) = =cwrlBy(r,x)a, x € R*\D,.
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Eine Losung des elektromagnetischen Streuproblems suchen wir in Abschnitt 4.4
in Form eines kombinierten reqularisierter Potentialansatzes

(Es(r)a)(xz) = (El(r)a) (x) 4+ in (Eg(r)(Sga))(x), x € IR*\ dD,,

(Hs(r)a)(z) = =curl (Es(r)a)(z), =€ IR*\dD,.

Potentialoperatoren

Bei der Berechnung der Randwerte und der Normalenableitung der oben ange-
gebenen akustischen Potentiale bzw. der Werte v x F;,i = 1,2 der elektroma-
gnetischen Potentiale treten Potentialoperatoren iiber den Rand der gegebenen
Gebiete auf — vgl. etwa [CK1] und [CK2]. Diese Operatoren sind Bestandteile
von Integralgleichungen, auf welche die Losung der Randwertprobleme durch den
Potentialansatz reduziert werden kann und welche in Kapitel 4 eine wesentliche
Rolle spielen. Wir stellen im folgenden die benétigten Opertoren vor. Es sei

(Sre)(@) = 2 [p @r,z,y)e(y)Jr(r,y)ds(y), =€ dD,

(K(r)e)a) = 2 fyp (v(r.y). (srad,@)(r,2.9))p(y) Jr(r.y)ds(y). @ €D,

Der Operator S beschreibt die Randwerte des akustischen Einfachschichtpoten-
tials, der Operator K tritt bei der Berechnung der Randwerte des akustischen
Doppelschichtpotentials auf. Weiter setzen wir

(K*(my)(x) = 2 [3p <V(r, :c),(grad,tCI))(r,x,y)>w(y)JT(r, y)ds(y), = € dD,
(M(b)(x) = 2 [ppv(r,a) x (curly(b(y)®(r,z,y))) Jr(r,y)ds(y), = € dD.

Der Operator K* spielt eine zu K analoge Rolle bei der Berechnung der Norma-
lenableitung des akustischen Einfachschichtpotentials. M beschreibt die Werte
v x E; des Potentials F; einer magnetischen Dipolverteilung.

Die Normalenableitung des akustischen Doppelschichtpotentials und die Rand-
werte v X Ey des Potentials einer elektrischen Dipolverteilung existieren im all-
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gemeinen nicht fiir jede stetige Dichte, so dafl wir an die Dichten héhere Regula-
ritéitsanforderungen stellen miissen. Sei also ¢ aus C'*(9D) und b ein Element
von C1*(0D, €C?). Wir setzen

(T(r)e)(@) = 282 fop @(r,z,y)(v(r,), v(r,9))e(y) Jr(r,y)ds(y)
-2 <V(T, a:),/aD(gradxq))(r,x,y) X ((GradTap)(y) x v(r, y))JT(r, y)ds(y)>,

xr € 0D

und (N()B)(x) = 20(r,2) x K% o v(r.) x b(y)®(r, 2, 4)J(r,y)ds(y)
+2v(r,a) x [ Dive(v(ry) x b(y)) (grad, @) (r, ) (r, y)ds(y).

r €0D.

Der Operator T liefert die Normalenableitung des akustischen Doppelschichtpo-
tentials auf dem Rand des Gebietes D,., mit Hilfe des Operators N berechnet man
die Werte v X F, des Potentials Es der elektrischen Dipolverteilung.

Projektionsoperatoren

Die Tangentialebenen an 0D und 9D, im Punkt z und x4 r(x) sind im allgemei-
nen voneinander verschieden. Bei der im vierten Kapitel durchgefiihrten Fréchet
Differentiation von Vektorfeldern a(r), welche Elemente der Tangentialebenen
von 0D, sind, gerdt man im allgemeinen aus der jeweiligen Tangentialebene her-
aus. Das ist problematisch, weil die Regularitétseigenschaften etwa der Funktion
M (r)a(r) wesentlich davon abhéngen, daf a(r) im Tangentialraum an 0D, liegt.
Wir umgehen das Problem, indem wir geeignete Projektionsoperatoren einschie-
ben. Zunéchst betrachten wir dazu die Projektion Py eines Vektorfeldes in die
Tangentialebene von 0D

(Py(r)a)(z) := (V(:L‘) X a($)> X v(x)
= a(z)— <1/(3:), a(:l:)>y(x).

Der Operator Py hangt nicht von r ab.
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Die Projektion P; eines Vektorfeldes in die Tangentialebene von 0D, taucht bei
der Losung des elektromagnetischen Streuproblems auf. Es gilt

(Py(r)a) = (v(r,z) xa(z)) x v(r,x)

= a(x)— <1/(7“, x), a(x)>u(r, x).

Die Inverse P, der Einschrénkung von Py auf T'(0D,) wird bei der Behandlung des
Operators M von wesentlicher Bedeutung sein. Wir schieben spéter die Identitét
P, Py ein. Man berechnet P, zu

(Poa)@) = ale) = (@) gt (vire) al)).

v(z),v(rz)

Wir setzen P, in offensichtlicher Weise auf die Menge aller Vektorfelder auf dem
Rand von 0D fort.

Spuroperatoren

Bei der Behandlung der akustischen Streuprobleme treten die Randwerte eines
einfallenden Feldes bzw. ihre Normalenableitungen auf dem Rand des Gebietes
D, auf. Im Falle des elektromagnetischen Streuproblems bendtigen wir die Werte
vx E* auf OD,. Zur Berechnung dieser Werte fithren wir die folgenden Operatoren
ein.

Sei B C IR’ eine beschrinkte offene Menge mit D, C B fiir alle r € C2. Wir
betrachten Funktionen u* € C*®(B) und E' € C=(B, €®).

Die Randwerte fiir das Streuproblem am schallweichen Hindernis erhélt man
durch

(Ry(r)u')(x) = u'(x+r(z)), z€ID.

Entsprechend nutzen wir zur Berechnung der Randwerte fiir das Streuproblem
am schallharten Hindernis den Operator

(Ry(r)u')(z) = <1/(7“, r), gradu’(z + r(x))>, x€0D .
Die angegebenen Werte fiir das elektromagnetische Streuproblem liefert

(R3(r)E")(x) = v(r,z) x E(z+r(z)), x € dD.
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Weitere Hilfsoperatoren

Zum Nachweis der Abbildungseigenschaften eines der angesprochenen Potential-
operatoren ist in der Regel eine geeignete Zerlegung des Operators hilfreich. Hier
soll dies fiir die Operatoren Mund T vorweggenommen werden. Dabei entsteht M
durch Komposition von M mit dem Projektionsoperator P, deren Hintergrund

bei Einfiihrung von P, erldutert wurde.

Wir setzen M (r) := M(r)Py(r). Fiir den Operator M erhalten wir
1
M(r)a = Z > M;j(r)a; (3.1)

mit a = (ay, ..., a3) und den Operatoren

(My;(r)e)(x) = 2 fyp (erad,®)(r,2,y) (v;(r,2) — v;(r,)) Jr(r,y)e(y)ds(y),

(Mo(r)p) (@) == 2 fyp (grad,@)(r,z,y9)(v(r,z) — v(r,y), v(y))
WJT(T ve(y)ds(y),

(Mz;(r))(x) 1= 2 Jyp (v(r,2), (grad, @) (r, z,y) ) Jr(r, y)e(y)ds(y),

(Myj(N@)(@) = 2 fop v{y) 7 222 (v ), (rad, @) (2, 9) ) Jr(r, y)e(y)ds(y).

Betrachten wir nun eine geeignete Zerlegung des Operators T'. Mit

(SMP)@) = [ @) (v(r,2).v(r)) () Jr(ry)ds(y), = € 0D

(L)) = [ (vrx), (rad, @) () x (e x v(r,9) Jr(r,y)(y)ds(y),
(3.2)
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fiir z aus 0D und 7 =1, ..., 3 gilt

3

(T(r)e) (z) = 267 (S, (r)¢) () -23 (T:(r)(Gradze):) (z), €D,  (3.3)

Die Operatoren T; sollen noch weiter zerlegt werden. Wir setzen fiir eine holder-
stetige Funktion x

(i}(r)x)(:c) = /aD (gradwq))j(r,x,y)x(y)ds(y), xr€edD,j=1,..,3. (34)

Es gilt damit
(T3(r))(z) = Z v;(r, ﬂf)Ej,kz,sz(T)[ (ei x v(r, ))l (8 JT] (), (3.5)

wobei e; den i—ten Einheitsvektor in IR® bezeichnet und €jx, den total antisym-
metrischen Tensor dritter Stufe.

Die Kerne der Operatoren S; fiir ¢ = 1,2, 5,95, K, K*, E; fir i = 1,2, Mij fiir
1 =1,...,4, 7 = 1,...,3 sind stetig bzw. schwach singulédr. Dies ergibt sich aus
den Abschétzungen des néachsten Abschnitts. Die Integrale sind somit fiir stetige
Dichten definiert. Die Integrale der Operatoren Tj,Ti,j,i =1,...,3, Tund N
existieren fiir holderstetig differenzierbare Dichten als Integrale im Sinne eines
Cauchy-Hauptwertes.

Bezeichnungen fiir die Kerne

In Abschnitt 3.4 werden die Kerne der definierten Integraloperatoren auf ihre
Fréchet Differenzierbarkeit untersucht. Wir bezeichnen dazu fiir den Rest der
Arbeit mit K, den Kern des Operators L fiir

L e {517827 E17E27S7 SIMK) K*yMljvi}}
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3.2 Fréchet Differenzierbarkeit

Wir stellen im folgenden grundlegende Definitionen zur Fréchet Differenzierbar-
keit von Abbildungen zwischen normierten Rdumen zusammen. Satz 3.2 wird im
vierten Kapitel benutzt, um von der Differenzierbarkeit eines Operators A auf
die Differenzierbarkeit von (I — A)~! zu schlieen. Ausdriicke dieser Form mit
einer Summe A von Potentialoperatoren treten bei der Losung der Randwertpro-
bleme auf. Lemma 3.3 bereitet den Differentiationssatz von Abschnitt 3.3 durch
Taylorentwicklung einer zweimal Fréchet differenzierbaren Funktion vor. Im An-
schlufl an Lemma 3.3 wird die Fréchet Differenzierbarkeit verschiedener spezieller
Funktionen nachgerechnet. Diese Rechnungen sind Grundlage der Aussagen von
Abschnitt 3.4, in dem es um die Fréchet Differenzierbarkeit der Kerne der Poten-
tialoperatoren geht. Schliellich beschéftigen wir uns in Lemma 3.4 mit der Frage,
wie die Fréchet Differenzierbarkeit von Funktionen, welche auf dem Rand des
Gebietes D definiert sind, mit Hilfe lokaler Karten nachgewiesen werden kann.
Es stellt sich als ausreichend heraus, sich von der Fréchet Differenzierbarkeit in
lokalen Karten zu iiberzeugen.

Seien X und Y normierte Rdume. Mit B(Y, X) bezeichnen wir die Menge der
beschréinkten linearen Abbildungen von Y nach X und definieren B™ (Y, X) re-
kursiv durch B™ (Y, X) := B(Y, B"Y(Y, X)), BY(Y, X) := B(Y, X). Bezeichne
0, C Y die Einheitskugel. Es gilt fiir eine Bilinearform s:

sup {Sup s(b, h)} = sup {s(b,h)}.

beQ he beQ,he

Daher ist B"(Y, X) genau die Menge aller beschriankten n—fach linearen Abbil-
dungen Y x ... x Y — X.
—_—

n—mal

Definition 3.1 Set U C Y eine offene Teilmenge und rq € U. Eine Abbildung
A:U — X,r+— A(r) heifit Fréchet differenzierbar im Punkt rg, wenn es eine

beschrinkte lineare Abbildung %—f Y — X und eine Nullumgebung V' gibt, so
daf fiir die Abbildung A, 1V — X,

0A

A(h) = Alro+h) = Alro) — 5—

(ro, ), heV (3.6)
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qgilt
Ar(h) =o([| A ).

Die Abbildung %—f heifst Fréchet Ableitung von A im Punkt r.

Fine Funktion A : U — X heifit n mal Fréchet differenzierbar im Punkt r,

. . , . . . . n—1
wenn die Funktion n — 1 mal Fréchet differenzierbar ist in r und wenn %Tnff (r,.)

als Abbildung U — B™(Y, X),r — 22A(y ) Fréchet differenzierbar ist.

87"”_1

Wesentliche Eigenschaften der Differentiation von Funktionen IR — IR gelten
auch fiir die Fréchet Ableitung. Es gilt unter geeigneten Voraussetzungen die
Symmetrie hoherer Ableitungen, der Taylor’sche Satz in schwacher und starker
Form sowie Produkt- und Kettenregel. Man findet die entsprechenden Sétze mit
Beweisen etwa in [Be], Kapitel 2. Die n—te Fréchet-Ableitung ist eine n—fach
lineare Abbildung. Wir benutzen die abkiirzende Schreibweise

oA oA
S h) = S () (s ).

Sei n € IN U {oo}. Eine n—mal Fréchet differenzierbare Abbildung A : U — X
nennen wir F"—glatt.

Wir wollen von der Fréchet Differenzierbarkeit eines Operators auf die Fréchet
Differenzierbarkeit seiner Inversen schlieflen.

Satz 3.2 Sei Y normierter Raum, U C Y eine offene Menge und X eine Ba-
nach Algebra mit neutralem FElement e. Die Abbildung A : U — X sei Fréchet
differenzierbar in ro € U. Ferner sei W eine Umgebung von rq, so daf fir alle
r € W das Element A(r) invertierbar in X und die Abbildung r — A~'(r) in rq
stetig ist. Dann ist A~1(r) Fréchet differenzierbar in ro mit der Ableitung

OA~! 0A
o (ro,h) = —A_l(ro)a(ro, h)A_l(ro).

Beweis: Wir definieren

2(ro,h) == A7 (ro + h) — A7 rg) + A_l(ro)aaf(ro, R)A™ (7).
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Wir haben die Beziehung z(rg, h) = o(]| h ||) nachzuweisen. Dazu multiplizieren
wir von rechts und von links mit A(r) und nutzen die stetige Invertierbarkeit
und die Fréchet Differenzierbarkeit von A. Wir erhalten

Alro)=(ro, DAGro) = (Alro-+ B) = A(ro)) A (rg + R)(A(ro + ) — A(r))
~(Alro + ) = Alro) = 0, 1)
= ol 1)

und daraus die Aussage des Satzes. O

Das folgende Lemma bereitet Satz 3.5 aus Abschnitt 3.3 vor. Es enthélt den ersten
Schritt der Taylorentwicklung einer zweimal Fréchet differenzierbaren Funktion.

Lemma 3.3 Sei V' eine offene Teilmenge eines normierten Raumes Y, rq € V
und f:V — C eine in einer Umgebung von ro zweimal stetig Fréchet differen-
zierbare Funktion. Dann gilt fiir jedes hinreichend kleine h € Y die Beziehung

of

f(7“o+h)Zf(ro)JrE(?‘oah)ﬂLfl(To,h) (3.7)

2
fi(ro, h) —/ (1—1) arf(roﬂh, h)dt.

0

Beweis: Aus der Fréchet Differenzierbarkeit der Funktion f folgt die zweimalige
reelle Differenzierbarkeit der Funktion g : [0,1] — C, ¢+ g(t) := f(ro + th). Die
Aussage des Lemmas erhélt man nun durch zweimalige Anwendung des Haupt-
satzes der Differential- und Integralrechnung. u

Beispiele

Die folgenden Beispiele sind unmittelbar Grundlage des Abschnitts 3.4, in wel-
chem die Fréchet Differenzierbarkeit der Kerne der in 3.1 definierten Potential-
operatoren nachgewiesen wird. Wir nutzen wie in Abschnitt 1.3 die Abkiirzung
x, = = + r(x) und entsprechend y, := y + r(y). Die Abbildung

gi(z,y): CM* — R, r— a2, —y, (3.8)
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ist fir x,y € 0D F>—glatt. Als Ableitungen erhalten wir

0

SR ha,y) = hiz) = h(y), (3.9)
[

%ﬁ(r,h,m,y) =0  p=2

Fiir alle € C;»* mit hinreichend kleinem p € IR folgt x, # y, aus x # y. Somit
ist fiir n € IV auch die Abbildung

g2(x7y) : C;maﬁ(]j? re |'r7‘_y7"_n (310)

fir x,y € 0D,z # y F>*—glatt. Es gilt fiir n =1

%(T, h,l’, y) _ <xr — Yr, h(LU) g h(y»’ (311)
67“ ‘xr - yr‘ )

P ) = 382 HO)  {ble) = h):ha) = b))
or |z, — yr |z — yp |

Wir erhalten daraus auch die F'*°—Glattheit der Abbildungen

ein|mr—y,«|

O(z,y): C* —C, O(r,z,y) = [E— (3.12)
und
(grad,®)(z,y) : C"* — C,
(grad, @) (r,z,y) := ik Y yT’26m|xT_yT| _ BT y’"sei“\wr—yrl (3.13)
|z — Y| |2 — i

fiir feste z,y € 0D mit x # y. Die Ableitungen berechnet man mit Hilfe der
Produktregel und Kettenregel analog zu denen von g; und go. Man erhélt etwa

0P
E(hh?mvy) = (314)

<xr — Yr, h(l‘) B h(y)>

_ 3 ei“‘x?“—yﬂ + 1K
’xr - yr| ’xr —Yr

<l’7’ - Yr, h([[‘) - h<y)>€zn \:Br—yr|'

| 2
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Der Grad der Singularitét in |z — y| bleibt also bei der Fréchet Differentiation
von ® und — wie man nach Ausfithrung der Rechnungen sieht — auch bei der
Differentiation von grad,® erhalten. Auch die Abbildung

93(x7y) : C;T)ma - (E7 T (I)<'r7y7“) (315)

ist fiir feste x € IR* \ D und y € dD als Funktion von r F>®—glatt. Als erste
Ableitung erhélt man

0P &=y MY)) i o

=Y, DY) ko,
e (&= hW) ey

— 1K 3
|x_yT|

(3.16)
Hier erhoht sich der Grad der Singularidt in |z — y| bei jeder Fréchet Differen-

tiation um eins. Ahnliche Terme erhilt man fiir die Fréchet Ableitungen der
Funktionen

90
Oxj 81‘1

(z, yr).

Zum Abschlufl dieses Abschnitts halten wir fest, dafl es zum Nachweis der Fréchet
Differenzierbarkeit einer auf 9D definierten Funktion ausreicht, diese Differenzier-
barkeit in lokalen Koordinaten einzusehen.

Lemma 3.4 Gegeben seien ein Gebiet D mit C™— glattem Rand und eine Funk-
tion G : CJv* — C™*(0D). Dann ist G genau dann Fréchet differenzierbar, wenn
fir alle lokalen Karten (U,V, W) eines isometrischen Atlanten die Funktionen

g:C" = C™ (U, R),7+— G(r)oW¥
Fréchet differenzierbar sind.

Beweis: 1. Sei G Fréchet differenzierbar. Dann existiert eine Abbildung
95 . cme x O™ (0D, IR®) — C™*(dD) mit

G(r+h)—G(r)= aaf(r, h) + Gi(r, h) (3.17)

und
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I Gi(r, ) llemapy = ol b lleme@op,ms))- (3.18)
Sei U : U — V eine lokale Karte. Dann gilt also
oG
G(r+h)o\IJ—G(r)o\Il:E(r,h)o\ll%—Gl(r,h)o\If (3.19)
und mit (1.13)
1
| Gi(r,h) o W ”cwa(U) < m | Gi(r, h) HCm’a(aD)? (3.20)

d.h. g(r) := G o ¥ ist Fréchet differenzierbar mit der Ableitung

g aG
5(7@ h) - E(rv h) oV.

II. Sei fiir eine Karte U : U — V' die Funktion g(r) := G(r) o U Fréchet differen-
zierbar. Dann gilt (3.19) und

19102 lomoiony = ol b lemoopmm): (3.21)
Wir setzen 0 5

o Y99 -1

e (r,h,x) = o (r, h, U™ (x)), zeV (3.22)

Die rechte Seite von (3.22) hingt nicht von der lokalen Karte ab, denn sei ¥ :
U — V eine andere Karte, so dafl g(r) := G(r) o ¥ Fréchet differenzierbar ist, so
gilt

dg -1 g -1 o
5, (Y (@) = 5 (kY (2))) = ofll hl)
und somit wegen der Linearitdt der ersten Ableitung
99 9g

E(T,h, U l(z) = E(T’h’ﬁi (7)).

Damit ist auch g; nicht von ¥ abhéngig und wir erhalten die Aussage des Lemmas
mit Hilfe der Kompaktheit des Randes 0D. O
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3.3 Ein Differentiationssatz

Der vorliegende Abschnitt enthélt den fiir das dritte Kapitel zentralen Differen-
tiationssatz 3.5. Er wird in den Abschnitten 3.5 und 3.6 dazu benutzt, die Fréchet
Differenzierbarkeit der in Abschnitt 3.1 eingefithrten Potentiale und Potentialope-
ratoren in verschiedenen Réumen nachzuweisen.

Die im folgenden betrachtete Situation 148t sich auf eine ganze Reihe von Integral-
operatoren anwenden. Seien G; und G5 Teilmengen von RN, N = 2,3, o ein
(c—endliches) Mafl auf G, und V' C Y eine offene Teilmenge eines normierten
Raumes Y. Es geht um die Fréchet Differenzierbarkeit von Integraloperatoren der

Form
(AWR@) = [ flreey)do(y). zcCureV.  (323)

2
Das Integral existiere im Sinne eines Cauchy Hauptwertes. Seien F; C C(Gy)

und Fy C C(G2) normierte Rdume und halten wir zundchst r € V fest, dann ist
fiir geeignete Kerne f(r,z,y) der Operator A(r) ein beschrénkter linearer Ope-
rator A(r) : Fy — F1. Wir betrachten nun A als Abbildung V' — BL(Fs, F1),
studieren also die Abhéngigkeit von r. Der folgende Satz sagt aus, dal man bei
geeigneten Eigenschaften des Kerns f die Fréchet Ableitung des Operators A
nach r durch Differentiation des Kerns nach r erhélt. Die Ableitung wird dann
durch den Operator

(A(l)(ra h)e)(x) = /02 gi(r,h,x,y)cp(y)da(y), reGreV,heY (3.24)

gegeben. Wir wollen Satz 3.5 zunichst im Uberblick zusammenfassen: Ist der
Kern f des Operators A auf einer Umgebung V wvon 1y zweimal stetig nach r
Fréchet differenzierbar, existieren ferner die Integrale tiber die beiden Ableitungen
des Kerns im Sinne eines Cauchy Hauptwertes und haben sie als Integraloperato-
ren dieselben Abbildungseigenschaften wie A (wobei alle Aussagen fiir das Integral
iber die zweite Fréchet Ableitung von f gleichmaf$ig auf V' gelten sollen), so ist
A in ry Fréchet differenzierbar und man erhdlt die Ableitung durch AW,

Wir schauen uns die mathematisch exakte Fassung an und nutzen dabei die Be-
zeichnung €, fiir die Einheitskugel im Raum Y sowie

Ng =A{(z,y),r € G,y € Gy mit & = y}.



3.3 Ein Differentiationssatz 67

Satz 3.5 Seien G1 und Gy Teilmengen von RN fiir eine natiirliche Zahl N, sei
o ein Maf auf G5, V C Y eine offene Teilmenge eines Banachraumes Y und
sei v ein Punkt aus V. Wir arbeiten mit normierten Raumen F, C C(Gy) und

Fo C C(Gy). Sei f 1V x ((Gy x Gy) \ Ag) — C eine stetige Kernfunktion mit
den folgenden Figenschaften:

o Fiir alle v € G,y € Gy mit x # y ist die Funktion
f(‘,$,y) V-0
zweimal stetig Fréchet differenzierbar .

e Die Funktionen

f(ryz,-): Go\ {z} = C und gi(rg,h,x,') G\ {2} = C

sind fiir alle x € Gy,r € V und h € Y integrierbar im Sinne eines Cauchy
Hauptwertes.

e Die durch (3.23) und (3.24) gegebenen Operatoren A(r) und ANV (r, h) sind
fiir aller € V und h € Y Elemente von BL(Fy, F1).

e Halten wir x € G1 und h € Q) fest, so existiert der Grenzwert

I / L (rh d 2
eli% G2\ Qe () or? (Tv ,x,y)go(y) U(Zj) <3 5)

gleichmdafig auf V. Es gilt ferner

| e (GE) b )e)do) |7, < cllelly, veFr  (3.26)

auf V' x Q1 mit einer Konstanten c.

Dann ist A als Abbildung V' — BL(Fa, F1),r — A(r) Fréchet differenzierbar im
Punkt ry und die Ableitung % (r, h) wird durch den Operator AV (r, h) gegeben.
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Beweis: Fiir alle hinreichend kleinen h gilt 1o +h € V und rq + th € V fiir alle
t € [0, 1]. Nach Lemma 3.3 haben wir damit die Zerlegung

f(r(] + h,ﬂ?, y) = f(To, 175,9) + %(T[)a h’7$7 y) + fl(TOa ha iL‘,y) (327)

or

mit X 5
fi(ro, h,z,y) :/o (1—75)a 5 (ro +th, h,x,y)dt

fur alle hinreichend kleinen h € Y und (z,y) € (G1 x G2) \ Ag.

Unter Ausnutzung von (3.25) und (3.26) erhalten wir mit Hilfe des Satzes von Fu-
bini fiir stetige Funktionen und des Lebesgue’schen Satzes von der majorisierten
Konvergenz

H fGQ fl(r07 h7 ) y)(p(y)do-(y) Hfl

= | Ja Jo 0 =)L (ro + th, h, - y)dt o(y) do(y) || £,
= [imeo fea.0 o (1 1) 2f('fo+th hy - y)dt o(y) do(y) || £
= [ Time—o Jo (1= 1) Japa.c) 55 (ro + thy by - 9)e(y)do(y) dt || .
= |1y (1 =1) o, G (ro + th, h? y)e(y)do(y) dt || £

< ([elolga) 1nl?
— clelg b

Wir wissen, daf alle Terme der Gleichung (3.27) integrierbar sind tiber Gy und
alle Integrale beschréankte lineare Operatoren Fo — F; bilden. Nun nutzen wir
die Linearitét des Integrals und erhalten

(Al + g)(a) = [ S0+ hoay)e(w)da(y) = [ flro.z.)p(n)da(y)

/e, gi(ro,h z, h)p(y)do(y) +/GQ Fi(ro, hy 2, y)o(y)do(y)

= (A(ro)p)(x) + (AV(ro.h))(x) + (Ai(ro, h)p)(@),
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wobei der Operator A; der Abschétzung

I (As(ro, )e) [, < el @ gl I

geniigt. Demnach ist A : V' — BL(F,, F;) Fréchet differenzierbar im Punkt 7

und die Fréchet Ableitung wird gegeben durch AM. .

BEMERKUNG: Der Satz umfafit die Fille G; = G5, G1 N Gy = 0, schwach sin-
gulirer Kerne und stetiger Kerne. Fiir F; und F5 konnen wir die Rdume der
stetigen wie auch der holderstetigen oder holderstetig differenzierbaren Funktio-
nen wéhlen. Ein Spezialfall wird im folgenden Korollar festgehalten.

Korollar 3.6 Mit den Bezeichnungen von Satz 3.5 sei G1 = {x} eine einelemen-
tige Menge, die Schnittmenge G1 N Gy leer, F1 die Menge der komplexen Zahlen

mit mit der Norm || . ||z = ||, Fo = C(Gq) die Menge der auf Gy stetigen
Funktionen und f zweimal stetig differenzierbar, so daf
af o0 f

E(hh»xvy) und w(ﬁ h7$,y)

als Funktionen von y stetig sind und auferdem beschrinkt auf V x Q x {x} x G;.
Dann ist die Funktion V — C,

- /G2 flr zy)e(y)ds(y)

Fréchet differenzierbar mit der Ableitung

/c:2 gﬁ“ h,z,y)p(y)ds(y).

Das folgende Lemma enthélt den Schluff von der Fréchet Differenzierbarkeit ei-
nes Operators A auf die Fréchet Differenzierbarkeit des Bildes Ay fiir eine feste
Dichte .
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Lemma 3.7 Sei A:V — BL(Fa, F1) Fréchet differenzierbar . Dann ist fiir alle
w € Fo auch die Abbildung

A:V = Fir— A(r)p
Fréchet differenzierbar . Die Ableitung wird gegeben durch

DA DA
E(n h) - a(n h)QO

Beweis: Die Giiltigkeit der entsprechenden Zerlegung fiir A folgt unmittelbar aus
jener fiir A. O

3.4 Die Fréchet Differenzierbarkeit der Kerne
von Potentialen und Potentialoperatoren

Wir iiberzeugen uns im vorliegenden Abschnitt von der F'*°—Glattheit der Kerne
der in Abschnitt 3.1 bereitgestellten Potentiale und Potentialoperatoren. Dazu
wird die Differenzierbarkeit ihrer Bestandteile sukzessive nachgerechnet. Lemma
3.8 und 3.10 halten die F*°—Glattheit grundlegender differentialgeometrischer
Ausdriicke fest. Die Definitionen und einige Eigenschaften dieser Ausdriicke findet
man in den Abschnitten 1.3 und 1.4. Das Lemma 3.9 wird benétigt, um spéter die
Singularitit der u—fach differenzierten singuldren und schwach singuléren Kerne
in |z — y| abschétzen zu kénnen. Sei p dabei in diesem Abschnitt grundsétzlich
Null oder eine natiirliche Zahl. Die F*—Glattheit der auf 0D transformierten
Kerne wird schliefllich in Lemma 3.11 festgehalten. Dort werden dann auch die
angesprochenen Abschétzungen fiir die Singularitit der p—fach differenzierten
Kerne in |z — y| angegeben.

Lemma 3.8 Sei D C IR? ein beschrinktes Gebiet mit C"™%— glattem Rand und
sei p > 0 hinreichend klein.

1. Die Jacobideterminante

Jr: Cv* — C™H(OD), r i Jr(r)
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und der Normalenvektor
vt — C"hNOD),r — v(r)
sind F>°—glatt.

II. Sei A ein isometrischer Atlas von 0D und p = pa der in Abschnitt 1.4 ein-
gefiihrte Parameter, ferner sei (U, V, V) aus A. Die Gram’sche Determinante

J:CP = O (U), = (1),
1st F'*°—glatt.
HI. Alle p—ten Fréchet Ableitungen von Jr,v und J sind auf C;" beschrdnkt.

Beweis: Betrachten wir die in Abschnitt 1.3 definierten Ausdriicke (1.2), (1.10)

und (1.11). Die Komponenten der Funktion N(r) sind quadratische Polynome in
{%} und somit beliebig oft nach r Fréchet differenzierbar. Die u—te Ableitung

ist nach Definition von C;», (1.13) und

H O(ro¥) P H O(ho)

Oou; HC"m,fl,a(U7R3) S CA17 Oou; Hcm—l,a(aﬂﬁ) S C.Al (328)

fiir r € CJ*, h € Q1(0) C C™*(0D, IR*) beschrinkt auf C;* x € (0). Aus Lemma
1.4 entnehmen wir

IN(r,u)] > ¢ (3.29)
auf C»* x U. Da die Betragsfunktion auf IR*\ {0} C*—glatt ist, folgt die
F>~—Glattheit von J = |N|. Die Beschranktheit der p—ten Fréchet Ablei-

tung folgt aus der Beschrénktheit der Ableitungen von N und aus (3.29). Die

F*>—Glattheit von v(r) = % und von Jp(r) = % ergibt sich nun unmittel-
bar.

O

Die wesentliche Aussage des folgenden Lemmas besteht in den Abschitzungen
(3.31). Sie ziehen spéter unmittelbar Abschitzungen fiir die differenzierten Kerne
der in 3.1 betrachteten Operatoren nach sich und sind fiir die Beweise der Abbil-
dungseigenschaften der differenzierten Potentialoperatoren von zentraler Bedeu-
tung.
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Lemma 3.9 Sei D C IR? ein beschrinktes Gebiet mit C™“—glattem Rand, m
eine natiirliche Zahl, p € INg und p > 0 hinreichend klein. Dann sind die Abbil-
dungen

AP L gme  OmLe(OD X OD, RY), 1 2 {v(r,x) — vl(r.y)} (B)

AP eme — 0 e(OD x AD), e 2 {(w(ry) e — y)} (R)
Ag’u) . C;n’a — Cm—l,oc(aD X aD), T % <U(T7 SL’),.TT - yr>} (h>

AP Cr — O™ h%(0D x 0D, IR*), 1w 5 O {v(r,x) x (v(r,y) x v(r,z))}

F>*—glatt. Es gilt

o
or+

AP i) = AP, =14 (3.30)

und wir haben die Abschdtzungen

AP ey < Cullh [eop.my 12—l
AP ()| < Cull b Ere@pges |z =yl

(3.31)
AP hey)| < Cull b e@pge |z =yl

Agf‘)(r, hoz,y) < Cullh ||/CL*1’Q(8D,R3) [z —y[*

mit von v € CJ»*, h € C™*(0D) unabhingigen Konstanten C,,.

Beweis: 1. Die F*—Glattheit aller Abbildungen folgt unmittelbar aus der

—Glattheit des Normalenvektors. Die Formel (3.30) ist nach Definition der
Abbildungen Ag-“ ) als u—te Fréchet Ableitung der Abbildung AS-U) trivial. Wir
weisen die angegeben Abschitzungen nach. Sei A ein isometrischer Atlas von 0D
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und p = p4 der in Abschnitt 1.4 definierte Parameter. Es geniigt, die Beziehung
(3.31) in einer lokalen Karte aus .4 nachzurechnen.

II. Betrachten wir A;. Anhand von (1.2) tiberzeugt man sich davon, dafl

otv
W(T’ h) oW

eine in U holderstetige Funktion darstellt, die homogen von der Ordnung x4 in den
ersten Ableitungen von h ist. Die Holderkonstante héngt nicht von der speziellen
Karte des isometrischen Atlanten ab. Daraus folgt (3.31) fiir A;.

IIL. Der Term AY” wird - vgl. (1.2) — in lokalen Koordinaten durch

o s N(r,v)

() o 3

(AL (r 1) o W) (w0) = 5 Ty (T = (7o ¥)(v))(h) (3.32)
mit u, v € U gegeben. Fiir festes v € U ist die Funktion

o* /N(r,v)

g(u) = %< J(r,v)
in U holderstetig differenzierbar. Die Holderkonstante L der Ableitung héngt
nicht von der Karte ¥ € A, von r € C;* und von h € C? ab. Es gilt

,(\Il—l—ro\lf)(u)>(h) uelU

1
g(u+s) = g(u)+<(gradg)(u), s>+/0 <(gradg)(u—|—ts) —(gradg)(u), s>dt. (3.33)
Durch eine elementare, aber lange Rechnung kann die Beziehung

(gradg)(v) =0

nachgewiesen werden, bei der mehrfach die Orthogonalitéit von v und den Tan-
gentialvektoren ausgenutzt wird. Wir verzichten hier auf eine Darstellung. Es
folgt aus (3.33) die Abschétzung (3.31) fiir A;. Einen Beweis fiir die Abschétzung
von As erhélt man analog nach Vertauschen der Rollen von v und v.

IV. Die Abschéitzung fiir A4 erhalten wir mit Hilfe von
v(r,z) X (1/(7", y) X 1/(7“,$)) = v(r, y)<y(r, x),v(r,x) — v(r, y)> (3.34)
() — v ) (v(r,2), vl y)

aus der Abschitzung fiir A;. O
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Wir halten im folgenden Lemma die Fréchet Differenzierbarkeit weiterer differential-
geometrischer Ausdriicke fest.

Lemma 3.10 Sei D C IR? ein beschrinktes Gebiet mit C™*—glattem Rand,
m > 1 bzw. m > 2 eine natiirliche Zahl, A ein isometrischer Atlas von 0D und sei
p = pa der in Abschnitt 1.4 definierte Parameter. Der erste Fundamentaltensor

gik: CY — Cm b U), 1 gir(r), (3.35)
der zweite Fundamentaltensor
bjg: C* — Cm2U), 1 bik(r), (3.36)
die mittlere Krimmung
H: C"*— C™**(0D), rw— Hji(r), (3.37)
der Oberflichengradient
Grady : Ci — B(C**(0D),C" (0D, IR*)), r+ Gradp(r) (3.38)
und die Oberflachendivergenz
Divp : C>* — B(C"(0D, R*),C"*(0D)), r — Divyp(r) (3.39)
sind F'>°—glatt. Alle p—ten Fréchet Ableitungen sind auf CJ™* beschrdnkt.

Beweis: Die F**°—Glattheit von g;, b, und H und die Schranken fiir die Ablei-
tungen erhélt man unmittelbar aus den Definitionsgleichungen (1.3), (1.4) und
(1.7) mit Hilfe elementarer Uberlegungen und Lemma 3.8. Mit g; . ist auch die
Determinante detG und die inverse Matrix ¢*/ F°—glatt. Schranken fiir die Ab-
leitungen erhdlt man mit Hilfe von (1.26) und den Schranken des isometrischen
Atlanten. Die F*°—Glattheit des Oberflichengradienten folgt wegen der Glatt-
heit der ¢g*7 aus (1.8). Auch die Beschriinktheit der Fréchet Ableitungen kann man
daran ablesen. Zum Nachweis der F'*°—Glattheit der Oberflichendivergenz be-
trachten wir (1.19) und (1.20) mit einem Vektorfeld a(r) = a,a € CY*(0D, IR?).
Es ist
aj : Cg’a — B(C**(0D, IR*),C"*(dD)), a+ ai(r)
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F>—glatt mit beschrinkten Ableitungen auf C>*. Divy(r)a ist ein Polynom vom
Grad eins in a; und g—ﬁ und somit F*°—glatt als Abbildung

(0D, R*) — C"(dD), a; — Divy(r)a

mit auf szo‘ beschrinkten Ableitungen. Ferner hédngen die Koeffizienten F'*°—glatt
von 7 € C>* ab und ihre Ableitungen sind auf C>* beschréinkt. Zusammen erhilt
man die Glattheit der Abbildung Divy und die Beschrianktheit der u—ten Fréchet
Ableitung fiir jedes pu € IVy. O

Es folgt der zentrale Satz des Abschnitts, in welchem die Fréchet Differenzierbar-
keit der Kerne der in Abschnitt 3.1 eingefiihrten Potentiale und Potentialopera-
toren festgehalten wird. Die dariiber hinaus angegebenen Abschétzungen (3.41)
und (3.42) werden in den Abschnitten 3.5 und 3.6 zum Nachweis der Abbildungs-
eigenschaften der Integraloperatoren mit diesen Kernen benutzt.

Lemma 3.11 Sei D C IR?® ein beschrinktes Gebiet mit C*—glattem Rand und
p > 0 hinreichend klein.

I. Sei G eine offene Menge mit G C IR*\ D und d(G, D) > p. Die durch die
Kerne K der Operatoren L gegebenen Funktionen K,

Kr(-,z,y): Cﬁ —C, r—=Kp(r,x,y) (3.40)

sind im Fall
a) Le{S,5, E, Ey}
fiir feste x € G,y € 0D, in den Fdllen
b) Le{SS, K KM,
und
¢c) L=T,
fiir feste x,y € 0D, x # y jeweils F>°—glatt.
II. Im Fall a) ist die p—te Fréchet Ableitung auf G beliebig oft nach = differen-

zierbar. Die Ableitung ist auf Cg x C2 x G x OD beschrinkt. Im Fall b) gelten die
Abschdtzungen

O*Kr, 1

T )| < Gl (341
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fir x,y € 0D,z #y,r € C;,h € C*(OD, IR*) und

o*K oK
arﬂL (T‘,h,xuy) - afr'ﬂL (Ta h7x27y) (342)

M

11— ;

< Cullh Hg2(aD) Slrr =yl o — @l
i=1

fir xy,xy € 0D, 2|z — 23] < |z —y|, r € C:h € C*ID,IR%) mit
Konstanten C,, > 0 und M € IN. Im Fall c) ist die p—te Fréchet Ableitung von
ICTj echt singuldr. Sie besteht fiir k = 0 aus einer Linearkombination von Termen

der Form (2.60) und (2.61). Fir k # 0 treten schwach singulire Terme, welche
den Abschitzungen (3.41) und (3.42) geniigen, hinzu.

Beweis: 1. Die F>°—Glattheit aller Kerne folgt aus der Glattheit ihrer Bestand-
teile, welche in Abschnitt 3.2 und den Lemmas 3.8 und 3.9 festgehalten ist.

I1. Die pu—te Fréchet Ableitung jedes Kerns kann analog zu den Rechnungen aus
Abschnitt 3.2 berechnet werden. Jede Ableitung eines Kerns Iy mit

L € {81»827 E17E2}

ist jeweils stetig auf G x 9D und gleichmiiflig beschrinkt auf Cﬁ x G x 0D. Das
folgt aus der Beschrénktheit der Ableitungen des Normalenvektors auf Cg x 0D,
der Form der Ableitungen von ¢ und grad® — vgl. Abschnitt 3.2 — und

d(G,0D) > p.

Im potentialtheoretischen Fall k = 0 berechnen wir induktiv die p—te Fréchet
Ableitung von Ky, fiir
Le{s S, K}.

Sie besteht fiir S und S, aus Linearkombinationen von Termen der Form

(h(@) = h(y), h(z) = b)) (2 = o hl2) = b)) o0y

|'Z‘7” - yr|k3 ord

(ryh,y) (3.43)
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und

2 (vtr.a).vlr9) )b (3.44)

h(x) — h(y), hlz) — b)) (20 — oo hz) — @)Y o2 gy
(h(x) @)<)|f?ﬁw yr, h(z) (”>-%iwww,

mit Indizes j, j;, k; € Ny, die den Beziehungen

jSMa 2k1+2k2_k3:_17 le—f—kQZM—j

bzw.
Ji+ e <y 2k +2ky — ks =—1, 2k +ke=p— 1 — o

geniigen. Fiir K erhalten wir

S (), (e — ) () (3.45)
h(x) — h(y), h(@) — h(y))"™ (2r — g, b(x) — h(y))™ o021,
(h(x) @)<)|f?ﬁ“ br, h(z) <w>-%ivww,

mit Indizes jl,jg, kl € Wo, fir die
J1+J2 <p, 2ki+2ky—Fks=-3, 2ki+ke=p—7j1—7

gilt. Ahnliche Ausdriicke ergeben sich fiir die Kerne von K* und Mm Wir wollen
hier nicht alle Rechnungen ausfiihren. Fiir x # 0 erhélt man zusétzliche Terme,
die aber genauso behandelt werden kénnen. Wir beschrinken uns im folgenden
auf die Darstellung der Rechnungen fiir = 0. Die Abschéitzung (3.41) erhélt
man nun mit Hilfe der Lemmas (3.8) und (3.9), wobei in Lemma (3.9) @ = 1
gewahlt werden darf. Wir wollen die Abschétzung (3.42) nachweisen. Die Kerne

agﬁs und Bg’f,f” sind fiir feste y € 9D nach z differenzierbar auf 0D \ {y}. Mit
Hilfe der Schranken fiir die Oberflaichengradienten bzw. Gradienten von r, h, %

und ‘r’gjf fiir j = 0, ..., u berechnen wir Schranken fiir die Oberflichengradienten

p orK
GradZ%s und Grad®; 2 der Form

oMK
Grad,——~(r,h,z,y)| < C, | h 1€20p, %)

o P (3.46)

|z —
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fiir z,y € 0D,z # y,r € W' h € C?(0D, IR?) und daraus die Abschitzung

(3.42) mit M = 1. Fiir die Behandlung des Kerns BgT’S}{ nutzen wir die Abschiatzung

ikmewm—wxm—imemum-%xw
- aa;j<y(ra y): ($1)r - (wQ)r>(h) (347>

88;@(7", y) —v(r,x), (@1)r — (”72)T>(h)|

IA

+ ‘§;<1/(7’, x1), (21), — (1’2)r><h)

< Cll b leopps{ [y — 21l lor = | + |y — 2o }

und gehen dann wie bei der Behandlung von S und S, vor. Wir erhalten daraus
(3.42) mit M = 2. K* und M, ; werden mit denselben Mitteln bearbeitet.

ITI. Die Form der Ableitung des Kerns Tj wird induktiv in der bei den anderen

Operatoren benutzten Weise berechnet. .

3.5 Die Fréchet Differenzierbarkeit von Opera-
toren in den Rdumen der hélderstetigen Funk-
tionen

Das Ziel dieses Abschnitts ist Satz 3.14, in welchem die Fréchet Differenzierbarkeit
der in Abschnitt 3.1 bereitgestellten Potentiale und Potentialoperatoren in den
Réumen der stetigen und holderstetigen Funktionen bewiesen wird. Er beruht auf
einer Anwendung von Satz 3.5 aus Abschnitt 3.3. Ein Teil der Voraussetzungen
dieses Satzes an die Kerne der Operatoren — die Fréchet Differenzierbarkeit der
Kerne — wurde in Abschnitt 3.4 nachgewiesen. Es bleiben noch die Abbildungsei-
genschaften der Integrale mit den differenzierten Kernen zu studieren. Dies erfolgt
in Satz 3.12 und dem sich anschliefenden Korollar 3.13.



3.5 In den Rdumen der hélderstetigen Funktionen 79

Bezeichnungen

Wir wollen zunéchst fiir die Integrale mit den differenzierten Kernen eine nahe-
liegende Schreibweise einfiithren. Sei L ein Operator aus der Menge

{51, 55, By, Es, S, 8, K, K*, T, M; ;}

und p eine natiirliche Zahl. Wir ersetzen den Integranden des Operators L durch
dessen pu—te Fréchet Ableitung nach r und bezeichnen den entstehenden Operator
mit L. Die Operatoren TZ-(“ und 7™ werden mit Hilfe der Gleichungen (3.5)
und (3.3) definiert, wobei wir auf der rechten Seite jeweils die Operatoren S, und

Tj durch S% bzw. Tj(“ ) ersetzen. In Satz 3.14 wird gezeigt, dal die u—te Fréchet
Ableitung des Operators L durch den Operator L) gegeben wird.

Die Abbildungseigenschaften der Operatoren

Wir untersuchen im folgenden Satz die Abbildungseigenschaften der Operatoren
L™ in den Riaumen der stetigen und holderstetigen Funktionen.

Satz 3.12 Sei D ein Gebiet mit C*— glattem Rand, p > 0 ein hinreichend kleiner
reeller Parameter, pu € INg und a € (0,1).

I. Sei G eine offene Menge mit G C IR®* \ 0D und d(G, D) > p. Wir betrachten
einen Operator L aus {S1, Sz, E1, Fs} und eine Zahl & € INg. Dann gilt fir alle
reC und h € C*(0D, IR?) die Beziehung

LW(r,h) € BL(C(dD),C%(Q)). (3.48)
Die Menge

{H LW (r, h) IBLc@p)ce@y T €Crh € C12}
1st beschrankt in IR.
II. Im Fall L € {S, S, K, KM]} gilt fir alle r € C2,h € C*(0D, R%) die

Beziehung
LW(r, h) € BL(C(dD),C%*(0D)). (3.49)

FEs st
{|| LW(r, h) || pricopycoany T € Cosh € C%}
beschrankt in IR.
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III. Sei nun L = TJ Dann existiert das Integral von Tj(u)x,x € C%(9D), als
Cauchy-Hauptwertintegral gleichmapig auf C; x C; x dD. Es gilt fir alle v aus C;
und h aus C*(0D, IR®) die Beziehung

7" (r,h) € BL(C**(8D),C%*(dD)). (3.50)

Die Menge R
{17 by |

1st beschrankt in IR.

2 2
BL(C%(dD),C%(dD))’ e Cp7 h e Cl}

Beweis: 1. Sei L aus {Si,Ss, Fy, E>}. Dann hat der Integraloperator L") nach
Lemma 3.11, Teil I. einen in G nach z stetig differenzierbaren Kern. Der Integra-
tionsbereich 0D ist kompakt mit s(0D) < oco. Wir konnen also die Ableitungen
von L"y durch Differentiation des Kerns berechnen. Die Abbildungseigenschaf-
ten ergeben sich aus der Stetigkeit und den Schranken fiir die Ableitungen des
Kerns.

I1. Die Abbildungseigenschaften der Operatoren L fiir L € {S, S,, K, K*, Mw}
erhédlt man aus Lemma 3.11, Teil II. nach Satz 2.4.

III. Der letzte Teil des Satzes ergibt sich aus Lemma 3.11, Teil II.c) mit Hilfe der
Sétze 2.4 und 2.6. 0

Korollar 3.13 I. Sei D C IR? ein beschrinktes Gebiet mit C*—glattem Rand,
p > 0 hinreichend klein, p € INy, a € (0,1). Dann gelten fir alle r € Cg und
h € C*(OD) die Beziehungen

T (r,h) € BL(C**(dD), C**(8D)) (3.51)
und
TW(r h) € BL(CY*(dD),C**(dD)). (3.52)

II. Sei OD nun C**—glatt. Dann gilt fir alle r € C>* h € C*>*(0D,IR?) die
Beziehung
N®W(r h) € BL(CY(0D, ), C% (0D, ¢?)). (3.53)
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I1I. Die Mengen
{I T, 1) Nl pconopy,coeoy: T € C2ih € CE

{H W (r, h) 5L (cre@p),com@py) T € Cpy b € C%}
und
{H N (r,h) | priereop.es),con@pas) T € Co% b € C%a}
sind beschrdankt in IR.

Beweis: Die Aussagen fiir T; und T folgen aus den Gleichungen (3.3) und (3.5)
mit Hilfe der Lemmas 3.8, 3.10 und Satz 3.12. Die Aussagen fiir N erhélt man

ebenfalls aus Lemma 3.8, 3.10 und Satz 3.12 mit Hilfe der Kettenregel. 0

Die Differenzierbarkeitseigenschaften der Operatoren

Der Inhalt des folgenden Satzes ist die Fréchet Differenzierbarkeit der in Ab-
schnitt 3.1 vorgestellten Potentialoperatoren in den Raumen der stetigen und
holderstetigen Funktionen. Auf ihm und Satz 3.18 beruht im vierten Kapitel der
Nachweis der Fréchet Differenzierbarkeit der Randwertprobleme.

Satz 3.14 Sei D C IR? ein beschrinktes Gebiet mit C*—glattem Rand, p > 0
hinreichend klein und o € (0,1).

I. Sei G eine offene Menge mit G C IR¥\OD, d(G, D) > p und £ € INy. Betrachten
wir einen der Operatoren L € {Si,Ss, E1, Es}. Dann ist die Abbildung

L: C2— BL(C(dD),C%(G)), r+ L(r,h) (3.54)

F>*—glatt.
1. Sei nun L aus {S, Sy, K, K*,Mm}. Die Abbildung

L: C’— BL(C(dD),C**(0D)), r+ L(r) (3.55)
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15t F>°—glatt.
II1. Die Abbildung

T;: C?— BL(C"™(0D),C**(dD)), r— T(r) (3.56)

1st F'*°—glatt.

Die p—te Fréchet Ableitung — € IN — des Operators L wird in allen betrachteten
Fillen durch den Operator L™ gegeben.

Beweis: Alle Aussagen folgen aus Satz 3.5. Die Differenzierbarkeit der Kerne wird
in Lemma 3.11 festgehalten, die Abbildungseigenschaften der Integrale iiber die
differenzierten Kerne in Satz 3.12. O

Korollar 3.15 I. Sei D C IR? ein beschrinktes Gebiet mit C*— glattem Rand,
p > 0 hinreichend klein und o € (0,1). Dann sind die Abbildungen

T, : C2— BL(C®(D),C**(dD)), r— Ty(r) (3.57)

und

T: C2— BL(C"(dD),C%*(dD)), r— T(r) (3.58)
jeweils F'*°—glatt.
II. Sei 0D nun C*“—glatt. Dann ist die Abbildung

N: C>* — BL(C"(dD,C?),C%* (0D, %)), r+~— N(r) (3.59)

F>*—glatt.

III. Die p—te Fréchet Ableitung des Operators T;, T bzw. N wird durch den
Operator Ti(”), TW bzw. N®W gegeben.

Beweis: Die Aussagen fiir 7; und 7T folgen aus den Gleichungen (3.3) und (3.5)
mit Hilfe der Lemmas 3.8, 3.10 und Satz 3.14. Auf die gleiche Weise erhilt man
die Aussage fiir den in Abschnitt 3.1 definierten Operator N. O
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3.6 Die Fréchet Differenzierbarkeit von Opera-
toren in den Raumen der holderstetig diffe-
renzierbaren Funktionen

In diesem letzten Abschnitt des dritten Kapitels geht es um den Nachweis der
Fréchet Differenzierbarkeit der in Abschnitt 3.1 bereitgestellten Potentialopera-
toren S, K und K* in den Rdumen der holderstetig differenzierbaren Funktionen.
Dies wird in Satz 3.18 ausgefiihrt. Der Satz beruht auf einer Anwendung des
Satzes 3.5 aus Abschnitt 3.3. Ein Teil der Voraussetzungen dieses Satzes — die
Fréchet Differenzierbarkeit der Kerne der Operatoren — wurde in Abschnitt 3.4
nachgewiesen. Es bleiben die Abbildungseigenschaften der Integrale tiber die dif-
ferenzierten Kerne zu studieren. Wir benutzen dabei die zu Beginn des Abschnitts
3.5 eingefiihrten Bezeichnungen L fiir denjenigen Integraloperator, der aus dem
Integraloperator L durch Ersetzen des Kernes durch seine p—te Fréchet Ablei-
tung entsteht. Die Abbildungseigenschaften der Operatoren L* in den Réumen
der stetigen und holderstetigen Funktionen wurde schon in Abschnitt 3.5 unter-
sucht. Hier soll es nun um den Nachweis der Existenz des Oberflachengradienten
Grad L™ ¢ der Funktion L ¢ bei geeigneter Dichte ¢ und eine Abschitzung fiir
die Holdernorm des Oberflachengradienten gehen. Die zentralen Aussagen macht
Satz 3.17.

Wir stellen in einem ersten Unterabschnitt zunéchst Einzelheiten zur Berechnung
des Oberflichengradienten und ein technisches Lemma dar.

Technische Details zum Oberflichengradienten

Wir nutzen zum Beweis des Satzes 3.17 zwei verschiedene Moglichkeiten, die
Existenz des Oberflichengradienten einer durch einen Integraloperator L*) defi-
nierten Funktion L nachzuweisen. Der erste Weg nutzt den in Abschnitt 1.6
dargestellten Satz 1.6, wir verwenden ihn zum Nachweis der Abbildungseigen-
schaften der Operatoren S®. Der zweite Weg besteht in direkten Berechnung
des Differentialquotienten der Funktion L*¢ auf der Fliche 0D. Er wird im fol-
genden unter I. und II. beschrieben und im Satz 3.17 auf die Operatoren K
und K*® angewandt. Unter III. und IV. bereiten wir bestimmte Abschitzungen
der Kerne von K™ und K*® vor.
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I. Sei D C IR? ein beschrinktes Gebiet mit C?—glattem Rand. A sei ein isometri-
scher Atlas von D,V C dD und U C IR? mit (U, V,¥) € A. Sei 7(x) € T(0D, x)
ein Tangentialvektor an 0D im Punkt x = ¥(u) € 0D mit || 7(z) || = 1. Dann exi-
stiert ein v € R? mit 7(x) = (DW¥)(u)ov. Wir setzen ¢(s) := ¥(u+s-v) fiir [s] < sg
mit einem hinreichend kleinen sg. ¢([—sg, so]) ist ein C?—glattes Kurvenstiick in
0D mit ¢(0) = x und %(O) = g—z(u)vl + %(U)Ug = (DV¥)(u)ov = 7(x). Es gibt
also eine Funktion ¢; : [—so, So] — 0D mit

¢(s) = d(0) = s - 7(x) + ¢1(s) (3.60)

und

[P1(s)] < |l ¢ HBCZ(U) |3|2-
Wir nennen ein solches ¢ eine Oberfiichenkurve von D durch x zum Tangential-
vektor 7(z).

II. Sei F' eine Funktion F': V — C. F ist stetig differenzierbar genau dann, wenn

(Do F) () = lim ~ {(F 0 §)(s) — (F 0 6)(0)}

s—0 §

existiert fiir alle Oberflichenkurven ¢ von D durch z € V zu normierten Tan-
gentialvektoren 7(z) € T(0D,x) und wenn fiir jedes 7 € NCT(V),V C 0D die
Funktion D, F : V — € stetig ist.

Es sollen die Oberflichengradienten der Kerne der Operatoren S®, K® und
K= berechnet und Abschétzungen fiir die Differenz zwischen dem jeweiligen
Differenzenquotienten auf 9D und dem Oberflichengradienten hergeleitet werden.
Im Beweis von Satz 3.17 werden diese Abschétzungen weiterverarbeitet.

III. Sei F' eine Funktion aus BC'(V). Dann existiert der Oberflichengradient von
F. Es gilt mit x = ¥(u) die Gleichungskette

o ov
< cv1 + —(u) - vg,

(7(z),GradF(z)) = aqu o~

> 902G 0 o)
- 3 e e G, )
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= > w2 g wgeta)

1,7,k=1

-y via(g;% (w)

= (v.grad(F o ¥)(u)) (3.61)

Wegen (3.60) und (3.61) kénnen wir fiir F' € BC?(V) die Differenz zwischen dem
Differenzenquotienten und dem Oberflichengradienten abschétzen durch

(Fo@)(s) = (Fo@)(0)—s-(7(z),GradF(z)) = Fi(s) (3.62)
mit )
[Fi(s)| < CILF Hlpea I
Wir nutzen die Abkiirzungen z; := ¢(s) und = := ¢(0). Aus (3.60) folgt die
Beziehung o — 2| =5 + le(s) (3.63)

mit v 2
01(5)| < 1| & llpezomy Is]

und durch Auflésen nach 7 die Gleichung

Ty — X

(z) + O(|s]) (3.64)

o 7]
Wir erhalten damit die folgende Gleichung
F(zs) — F(z) = |z — x| <T(x), (GradF)(a:)> + Fi(zg, ) (3.65)

mit
2
|Fi(zs,2)| < C|| F | ooy |lzs — 2|

In dieser Gleichung kommen wir ohne den Gebrauch lokaler Koordinaten aus.

IV. Wir wollen uns jetzt spezielle Funktionen ansehen. Fiir die Multiplikation
einer Matrix A mit einem Vektor b nutzen wir dabei die Schreibweise A o b,
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1 bezeichnet die Einheitsmatrix. Betrachten wir die fiir z € V und y € D \ V
durch F(x) := |z, — y,| definierte Funktion. Man berechnet

<:cr — Y (]1 + (Gradr)T) o T(x)>

|ZE7~ - yr|

(7(), (GradF)(z)) = (3.66)

mit Gradr = (Gradry, ..., Gradrs) und erhélt fir z,, x € V, y € 9D \ 'V die
Gleichung

{ |(Is)r - yr| - |$r - yr| } (367)

<xr — Y (]l + (GradT)T> o (zs— x)>

|:L'r - yr|

= |z, — x| + Fi(r,r, h,z,y,s)

mit
|25 — x|2 2
|F1(Tar7h7xayvs>| SC — VT’GCP.
|ZE5 - y'
Analog erhélt man fiir den Kern des Operators K™ im potentialtheoretischen
Fall k = 0 die Gleichung:

1 { o* {<Vr(y)7 (xs)r - yr>

_ o <Vr(y)’xr - yr>
Ok (@) — o Jr(r, Z/)}(h) 87’“{

JT T, h
P AGT >}

87’” ’xr - yr’3

" { [<ur<y> —vp(x), (1 + (Gradr)”(x)) o 7(z))
(3.68)

v (Y), Tr — Yp Y Tr — Yy, Gradr)?(z)) o 7(x
(Ve (), e = ye )z =y, (L + )7(x)) <>>]JT(T’Q)}W

-3 -
|zr — Yy

+ Fi(r,r h,x,y,s)
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mit
|:135 - :El

5 (3.69)
‘xs - Z/’

fiir alle 7 € C2 und h € C7. Dabei durften wir wegen

|Fy (T, b2y, s)] <C

v(r,z) L (1 + (Gradr)”(z)) o 7(x) (3.70)

im ersten Term auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens von (3.68) den
Summanden —v(r,x) einschieben. Die Beziehung (3.70) kann elementar nach-
gerechnet werden. Auf analoge Weise iiberzeugt man sich von der Giiltigkeit der
Abschétzungen

o’ o4 |s|
% {grady@} (T, h, Ts, y) - % {gradyq)} (T, h7 Z, y)‘ S Cum (37].)
und
1,00 o
g<% {gradyfb} (ryh,zs,y) — p {gradyfb} (ryh,z, y)) (3.72)
& r s
— 5.7 {Gradxgradyq)} (r,h,z,y)or(x)| < C|m 7
ﬁir\s|g@,jgux,yeﬁDmitx#yeﬁD,rECﬁ,unthCf. O

Das folgende Lemma wird in Satz 3.17 zum Beweis der Aussagen fiir den Operator
K* benoétigt.

Lemma 3.16 Sei D C IR? ein beschrinktes Gebiet mit C*—glattem Rand. Es
gilt fir r € C2,h € C*(0D, IR?) die Beziehung
. o’
lll% b, %{Graqu)(r, x,y)Jr(r, y)}(h)ds(y) (3.73)
J

. ' &
— (-2 ( é ) SU=9( ;{{VH}(T, h) )(z), = €aD.

£=0
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Beweis: Fiir € > 0ist [yp\q, ) Grad, ®(r, , y)Jr(r, y)ds(y) als Abbildung C> — €
F>-glatt mit der j—ten Ableitung
o7
315U oy Crade (e, )T )ds )} ()
oI
= DD\ (2) w{(}radT@(ra L, y)JT(T, y)}(h)d8<y)
Durch zweimalige Anwendung von Theorem 2.1 aus [CK1] erhalten wir fiir  aus
oD
Ly Crada®(r, 2, ) T, )ds(v) (3.74)

_ / vo(r, y)®(r, z,y)dl (y)
|zr—yr|=€,y€0D

-2 V(Ta y)H(T’, y)q)(’l", x, y)JT(T7 y)dS(y)
0D\ Qe ()
eike
- dT
2me /|a:7.—yr|e,y€8D vo(r, y)dl(y)
-2 V(Ta y)H(T’, y)@(?”7l’,y)JT(T’7 y)dS(y)
0D\ Qe(x)

- /amge(x) 2 H 8 Ir(ry)dey)

—9 H(r. y)d J ds(y).
8mm@umw (r,y)®(r, 2, y) Jr(r,y)ds(y)

Alle in (3.74) auftretenden Integrale sind F'*°—glatt. Dies sieht man durch eine
Anwendung von Korollar 3.6. Die Differentiation erfolgt durch Differentiation
der Kerne. Wir bilden die j—te Fréchet Ableitung von (3.74) und bilden den
Grenzwert € — 0. Der erste Term auf der rechten Seite der Gleichung geht gegen
Null, der zweite — bei Beachtung der Kettenregel — gegen

J : ] 3
-2y ( é ) S0 a‘aﬂ{yﬂ}m h) )(x).
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Die Abbildungseigenschaften der Operatoren

Wir untersuchen im folgenden Satz die Abbildungseigenschaften der Operatoren
SW K™ und K*® in den Rdumen der holderstetig differenzierbaren Funktio-
nen. In Satz 3.18 wird daraus mit Hilfe des Differentiationssatzes 3.5 und den
Differenzierbarkeitsaussagen von Abschnitt 3.4 fiir die Kerne der Operatoren auf
die Fréchet Differenzierbarkeit dieser Operatoren in den angesprochenen Réumen
geschlossen.

Satz 3.17 Sei D C IR? ein beschrinktes Gebiet mit C*—glattem Rand und p €
INy. Dann gelten fiir r € Cg, h € C*(0D, IR?) die Beziehungen

SW(r, h) € BL(C**(0D),C"*(0D)) (3.75)
und

KW(r,h) € BL(C*(0D),C"*(dD)).
Sei dD sogar C**—glatt. Dann gilt fiir r € C>*, h € C*>*(0D, IR*) die Beziehung

K*W(r h) € BL(C**(dD),C**(dD)). (3.76)

Die Mengen
{|| SW(r, ) ”BL(C’Oaa(BD),Claa(BD))’ re Ci, h e C%}

{|| KW (r, ) || prconopycre@py, T €Coh € 612}

und

* fe 2,
{|| K50 (r, ) || grcom@py,creopy: T €Cyoh €C }
sind beschrankt in IR.

Beweis: Wir fithren den Beweis im potentialtheoretischen Fall x = 0.

BEMERKUNG: Die Beweise fiir die Aussagen iiber die Operatoren S und K wer-
den in Teil I. und II. dieses Beweises ausgefiihrt. Beim Operator K* beschrinken
wir uns in Teil III. auf die Beschreibung der wesentlichen Beweisschritte ohne
Details. Der Beweis verlauft im Prinzip analog zu Teil II. Dieses Vorgehen er-
scheint insofern sinnvoll, als erstens die Aussagen iiber K* im weiteren Verlauf
der Arbeit nicht mehr bené6tigt werden, sie aber zweitens wegen der Analogie des
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Beweises zu dem von K und im Vergleich mit den Eigenschaften von S und K
an diese Stelle einer systematischen Untersuchung gehoren.

I. Betrachten wir zunichst S®. Sei ¢ € C%*(9D). Wir zeigen zuniichst die
Differenzierbarkeit von S ¢. Es geniigt, die Aussage lokal nachzuweisen. Sei A
ein isometrischer Atlas von 0D und (U, V,¥) € A. Wir zerlegen

(SW(rmg)a) = [ Ksonlr. bz, )el)ds(y)

+ [ Ksw bz ye)dsy),  weV. (377)

Die Form des Kerns Kg(y wird durch (3.43) in Lemma 3.11 gegeben. Die Existenz
und Beschrianktheit der Ableitungen des ersten Integrals der Gleichung (3.77)
folgen daraus, dafl es sich um einen nach z € V' stetig differenzierbaren Kern
handelt, der auf

CoxCix V' x (0D\V)

beschrinkte Ableitungen hat. Wir konnen also den Oberflichengradienten des
ersten Integrals berechnen.

Wir transformieren das zweite Integral von (3.77) auf U. Zunéchst weisen wir
die partielle Differenzierbarkeit nach. Dazu zeigen wir, dafl der auf U transfor-
mierte Kern (3.43) die Voraussetzungen von Satz 1.6 erfiillt. Zunéchst ist die
Differenzierbarkeit des Kernes fiir x # y offensichtlich. Als Ableitung erhalten
wir Ausdriicke, welche Produkte von Kernen der Form (2.60) und (2.61) mit
holderstetigen Funktionen sind, die nur von x oder y abhéngen. An (3.43) und
den partiellen Ableitungen dieser Terme kénnen wir nun die Voraussetzungen
2) und 3) von Satz 1.6 nachpriifen. Dies geschieht, indem wir fiir die partiellen
Ableitungen Satz 2.6 benutzen und fiir (3.43) selbst analog zum Beweis dieses
Satzes vorgehen. Das transformierte Integral ist somit partiell differenzierbar,
und die partiellen Ableitungen kénnen durch Differentiation des Kerns gebildet
werden. Als Ergebnis der Differentiation erhalten wir ein Integral, das im Sinne
eines Cauchy Hauptwertes existiert. Wir kénnen nun den Oberflachengradien-
ten des Integrals berechnen und das Ergebnis der Rechnungen unter Ausnut-
zung der Aussagen von Lemma 1.5 wieder auf V transformieren. Wir fassen das
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Ergebnis der Rechnungen fiir die beiden in (3.77) auftretenden Integrale wie folgt
zusammen:

Sei 7 € NCT%*(V) ein normiertes hélderstetiges Tangentialfeld, ¢ € C%*(9D)
eine holderstetige Dichte und z € V. Als Ableitung

(7(), Grad(S"We)(x) )
der Funktion S ¢ erhalten wir analog zu (3.66) die Funktion
(857 (7., b)) ()

1 oL <a7r — Yps (]1 + (GradT)T(x)) o T(ZE)>
=5 /w P { PR— Jr(r, y)} (h)e(y)ds(y).

Die Abbildungseigenschaften von Sy’ (k) (1,7, h) erhalten wir aus Satz 2.6. Es gilt
danach fiir alle r € C2,h € C*(0D) und 7 € NCT**(9D) die Beziehung

Sy (7, r, h) € BL(C**(8D),C%*(0D)) (3.78)
und die Menge
{1155 (77,8 || p ooy comomyy T € C2o h € C3, 7€ NCT**(9D)}

ist beschrinkt in IR. Es folgen die Aussagen des Satzes fiir S*),

I1. Betrachten wir nun K. Sei V' C 9D eine offene Menge und 7 € NCT%*(V)
ein holderstetiges Tangentialfeld. Wir zeigen, daf3 die durch

(Ko (1,7, h)p) () =

- OH <1/(7", y) —v(r,x), (]l + (GradT)T(as)) o T(m)>
| lew) = el@) 5 { [ TE—

_3<V(T7 y)7 Ly — yr><$r — Yr, (]1 + (Gradr)T(x)) o T(];)>
|(LUT - yr)|5

] Jr(r, y)} (h)ds(y)
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definierte Funktion die Ableitung

<7'(x), Grad (K(“) (r, h)go) (x)>
auf V' darstellt. Betrachte fiir festes x € 9D den Differenzenquotienten

KW R)p)(r) — (KW (r, h)p) (@)}~ K6 r, 7, b ).

Dabei benutzen wir die zu Beginn des Abschnitts eingefithrten Bezeichnungen.
Mit Hilfe des Green’schen Satzes erhalten wir fiir alle r € Cﬁ

/é)D <1/(7", Y), T, E, yr> Tr(r,y)ds(y) = _;’ redD (3.79)

|ZE,« —Yr

(vgl. Theorem 2.13 und Gleichung (2.40) von [CK1]). Mit Satz 3.14 folgt nun fiir
p=1

éé%{@m”%_%%mw%mw@ (3.80)

port | (@ — gl

:88:“ {/% <V(7‘,y)7l’r—yr>JT(T,y)(h)ds(y)} — %{_;} __—

(2 =)l

also

(K@ (r,m)e) () =
(3.81)

o [ ((r): (@)r = yr)
/aD [o(y) — ()] i { @ —wF Jr(r, y)} (h)ds(y).
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Fir p =0 gilt

(K (r,h)e) (xs) =
(3.82)

<I/(7", y)v (zs)r - yr> - 1
(@) — o0 Jr(r,y)ds(y) 290(35)'

/aD [o(y) — ¢(@)]

Wir erhalten aus dem Vorausgehenden und Gleichung (3.68)

i{ /a L K (r by s, y)e(y)ds(y) — [9 D/Cmm(?",h,w,y)w(y)dS(y)}

= | Lew) = e(@)|Kicw.oo (7.7, b 2, y)ds ()

= /aD {90(9) - @(x)} {i(ICK(“) (roh,zs,y) — Ky (1, h,x,y))
— Kgv.w (1,7, hy 2, y)}ds(y)

= [gp(y) - gp(x)]ﬂ(T, rh,z,y, s)ds(y).
oD

Sei (U, V, W) eine lokale Karte aus A und 2 = W(u) € V. Bezeichne F| die auf U
transformierte Funktion Fj. Dann folgt aus (3.69) und (3.63) die Abschéitzung

p — @ F h ] d < a—1 1
/szR<u>\Qg<u> (u) = ()| Fu(rr hywy v, ) Jr(v)do| < C Js| (0*7' +1)

(3.83)

sowie aus (3.68) die Ungleichung

/Q " [@(u) - @(U)}Fl(ﬂ r,h,u,v, S)jT(U)dv

jeweils fiir |s| < p/4.
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Wir nutzen noch die Abschétzung (3.69) fiir das Integral

/<9D\‘I’(QR(M)) [80(1') B go(y)} ds(y>F1 (T’ rh,z,y, 3)7

und setzen dann ¢ = 4 - |s| in allen Ungleichungen. Es folgt

[, [e@ o] R haysasy)| = o(ls") (389

und damit die Existenz der Richtungsableitungen an der Stelle z. Wie zu Beginn
des Abschnitts ausgefiihrt folgen die Existenz des Oberflichengradienten und die
Gleichung

(7(x), Grad(KWe)(z)) = (K¥W(r,r,h)p)(x) (3.86)

daraus mit Hilfe der nun zu zeigenden Abbildungseigenschaften des Operators
KV ()

Wir {iberzeugen uns von der Giiltigkeit der Voraussetzungen von Satz 2.5 fiir den
Kern von KV (r, h) mit einer Konstanten C,, welche von r € C>und h € C7
unabhéngig gewéhlt werden kann. Die Bedingung (2.46) erhalten wir durch ei-
ne elementare induktive Rechnung unter Zuhilfenahme der Lemmas 3.8 und 3.9.
Die Abschétzung (2.47) folgt durch Abschéitzung des Oberflichengradienten des
Kerns wie im Beweisteil II. von Lemma 3.11. Die Beschrinktheit des Termes
(2.48) tiberlegt man sich etwa mit Hilfe der Gleichung (3.68) und einer zu Glei-
chung (3.80) analogen Anwendung des Green’schen Satzes. Es folgen die Aussagen

des Satzes 2.5 fiir KV und insgesamt die Aussagen des zu beweisenden Satzes
iber K,
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I1I. Betrachten wir den Operator K*) Wegen Teil II. des Beweises reicht es
aus, den Operator A®(r, h) := KW(r, h) + K*W(r, h) zu behandeln. Sei ¢ aus
C%*(dD). Wir wollen analog zu Teil I. den Oberflichengradienten von A (r, h)p
bestimmen, indem wir zeigen, dafl die durch

(AV W (1,7, h) ) i( ) To Grad (gﬁ:j (r, h)) (x) o

j=0

[ o) ~ ola)] 2 {arad, 0(r. 2.4}z )} . )ds(v)

H=Jly

— () 7(z)T o ZZ( i )( ‘é ) Grad (gw_j(r, h)> (z) o

[ (K(j_f)(r, h)g:(r’ h)) (z) — 2 (S(j_f)(r, h) afng) (r, h)) (x)]

(1) [, Lot = o) gy (ot = @) )
;{(gradmgradyQ)T(r, x,y)Jr(r, y)}(h) T ds(y)
- 2 J V,(j— @
_go(:c)]z:%;](] )(g)KK U r . h) €(r,h)> ()

, ¢ T gu=iy
—2 (SW—@(T,T, h)a{y(r)H(r)}> (x)] o%(r, h,z)

Or#=i
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definierte Funktion die Ableitung

(7(x), (Grad AW (r, ) (z))

darstellt. Mit Hilfe von Lemma 3.16 erhalten wir

(A9 me) @) =3 (1) [ o) o) 2 futr) — vl )} (e
= or
& {erad, (5. 2.)Jr(r.9)} (1))
b ote) | (K90 0n) (@) = 3 (4 ) G2 o
‘ $y
go( é )| (KO% h)g(r{(r h)) ()

(A(ﬂ)(r, h)(p) (xs) := Z ( K ) /aD [go(y) - gp(x)} (9“_73'4 {1/(7", y) —v(r, a:s)}T(h)o

arﬂ J

;: {grad O(r,z,y)Jp(r, y)}(h) ds(y)
+ ]f%( 5 )/aD {SO(y) - so(x)] aé;:_jj{y(r’ y) — v(r, x)}To

88;{ [gradyfb(r, TsY) — gradqu('r, x,y)} Jr(r, y)}(h) ds(y)

+ Z ( 5 )87"“—; {V(T’, xs) — v(r, x)}T(h)o
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oI

[ o) = @) 5 [grad @0 0,) - grad 200, .9)] T ) | (W)ds(y)

+ p(z) [(K(“)(r h)l)(%) - Xi: ( ;L )8(;::VJ (r,h, zs)o0
j . £y
> (D) [(K5900) X))

Man iiberzeuge sich von der Gleichung

1

g{(A(“) (r, h)gp)(:vs) - (A(“)O"? h)@) (95)} - (Av’(u) (7,7, h)SO) (z)

mit
K a#*j T

Fi(p,p,1,r h,z,8) := Z ( H ) [(—i) i {V(T, xs)—v(r, x)} (h)

=07

OF=Iy

+ 7(@)T o Grad( - (7, h))(@}

87’#‘]

J

o [ o) — o)) o {arad, @) 2. ) Tl )} (R)ds(y)
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(1) [ o) = o0l s ) = vl o) () o

{[erad, @, 24,9) — grad, (s, 2,1)] I (r, ) H(B)

_([ifj{gradmgrady@(r, z,y)Jp(r, y)}(h) o T(.%’)] ds(y),



3.6 In den Rdumen der holderstetig differenzierbaren Funktionen 99

F4(Q0,/L,T, r, h,.ﬁU, S) =

5 (1)) grrsrtrd v} W o [ o0 = oto)

j=0 §

oI

%{ [gradyq)(r, rs,y) — grad, ®(r, , y)} Jr(r, y)}(h) ds(y).

Die Konvergenz von F; und F» gegen Null fiir s — 0 ist unmittelbar einsehbar.
Fiir den dritten und vierten Term nutzen wir (3.71) und (3.72) und gehen jeweils
analog zur Behandlung von K® vor. Die Beweise fiir den Fall ;1 = 0 sind etwa
in [Ki2|, S.794 ausgefiihrt.

Es bleiben die Abbildungseigenschaften von AY>*) zu untersuchen. Wir wollen
den Beweis fiir den Fall x = 0 andeuten. AY:"®) besteht aus vier Termen:

AV (7 r h)p = —w; — wy + w3 — wy.

Wir wenden auf w; Satz 2.5 an und erhalten || w1 [[poapy < C || ¢ ||lcoa@p)

fir r € C* und h € C? mit einer von r und h unabhiingigen Konstanten C. Die
entsprechende Aussage fiir wy und wy folgt aus den Abbildungseigenschaften von
K© und S© und der Glattheit von » und H. Auch auf w; kann man Satz 2.5
anwenden. Zum Nachweis der Voraussetzungen nutze man

1 1

@ T P ) o e

grad, grad, ®(z,y) =

Die langen Rechnungen sind mit den bisher benutzten Mitteln durchfiithrbar,
sollen hier jedoch aus Platzgriinden nicht ausgefiihrt werden.

O
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Die Differenzierbarkeitseigenschaften der Operatoren

Der Inhalt des folgenden Satzes ist die Fréchet Differenzierbarkeit der in Ab-
schnitt 3.1 vorgestellten Potentialoperatoren S, K und K* in den Radumen der
hélderstetig differenzierbaren Funktionen.

Satz 3.18 Sei D C IR® ein beschrinktes Gebiet mit C*—glattem Rand, p > 0
hinreichend klein und o € (0,1). Die Abbildungen

S: C;— BL(C*(0D),C"(dD)), r+~— S(r) (3.87)

und
K : C}— BL(C"*(0D),C"*(0D)), r+— K(r) (3.88)

sind F>*—glatt. Sei der Rand 0D sogar C*®—glatt. Dann ist die Abbildung
K*: C>* — BL(C"*(0D),C"*(0D)), rw— K*(r) (3.89)

F>°—glatt. Die un—te Fréchet Ableitung , u € IN, des Operators S, K bzw. K*
wird durch den Operator S™, K" bzw. K*®) gegeben.

Beweis: Die Aussagen erhalten wir aus Satz 3.5. Die Voraussetzungen dieses Sat-
zes werden durch Lemma 3.11, Satz 3.12 und Satz 3.17 gegeben. O



Kapitel 4

Fréchet Differenzierbarkeit von
Randwertproblemen

Im vierten Kapitel beschéftigen wir uns mit der Losung von Streuproblemen zur
Helmholtzgleichung und den zeitharmonischen Maxwellgleichungen. Es werden
dazu im ersten Abschnitt kurz einige Ergebnisse der Theorie akustischer und
elektromagnetischer Wellen aufgefiithrt. Danach wird in Abschnitt 4.2 das akusti-
sche Streuproblem am schallweichen Hindernis, in Abschnitt 4.3 das akustische
Streuproblem am schallharten Hindernis und in Abschnitt 4.4 das elektromagne-
tische Streuproblem behandelt.

Wir strukturieren die Abschnitte 4.2 bis 4.4 stets nach dem Muster Definition des
Streuproblems — Definition des zugehorigen Randwertproblems — Eindeutigkeits-
satz — Losung des Randwertproblems mit IGL-Methoden — Losung des Streupro-
blems — Fréchet Differenzierbarkeit des Streuproblems in Abhdngigkeit vom Rand
— Regularititssatz tiber die Losung des Streuproblems bis zum Rand.

Bei der Definition der Streuprobleme und ihrer Lésung folgen wir [CK2]. Da sich
dort eine ausfithrliche Darstellung der Methoden findet, fassen wir hier nur die
fiir uns wichtigen Bestandteile zusammen. Die benutzten Potentiale und Integral-
operatoren wurden in Abschnitt 3.1 eingefiihrt.

Die Fréchet Differenzierbarkeit der Streuabbildung erhdlt man dann mit Hilfe
funktionalanalytischer Schliisse aus den Sdtzen des dritten Kapitels. Die wesent-
liche analytische Arbeit wurde dort und im zweiten Kapitel geleistet.
Regularitétssiatze werden im fiinften Kapitel benotigt, wo es um die Charakte-
risierung der Fréchet Ableitungen geht. Bei den Charakterisierungen wird die

101
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Existenz des Gradienten oder der zweiten Ortsableitungen des gestreuten Fel-
des auf dem Rand des Gebietes D bendotigt. Der Regularititssatz entfillt beim
Dirichletproblem, da wir hier auf [CK1] zuriickgreifen kénnen.

4.1 Akustische und elektromagnetische Wellen

Die Beschreibung zeitharmonischer akustischer Wellen in einem isotropen Medi-
um erfolgt mit Hilfe einer skalaren Funktion u : IR* — @, welche der reduzierten
Wellengleichung oder Helmholtzgleichung

Au+ K*u =0 (4.1)

geniigt, wobei wir Kk € C,Imx > 0 voraussetzen. Zur Behandlung von Streupro-
blemen nutzt man die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung

(;_¢k>u:o<i), r=lz| — oo (4.2)

gleichméBig fiir alle Richtungen |i

z|
Von zentraler Bedeutung ist die schon in (3.12) eingefiihrte Funktion

zur Charakterisierung auslaufender Wellen.

1 girlz—yl

D(z,y) v #y,x,y€ R

Sie heifit Grundlésung zur Helmholtzgleichung, 16st die Helmholtzgleichung in
IR3\ {y} und erfiillt die Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung. Eine Losung
der Helmholtzgleichung, welche der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung
geniigt, nennen wir ausstrahlend.

Il

Betrachten wir die Ausbreitung zeitharmonischer elektromagnetischer Wellen in
einem isotropen Medium. Elektrisches und magnetisches Feld werden durch vek-
torwertige Funktionen F : IR® — €3 und H : IR®> — €3 beschrieben, welche den
reduzierten Mazwell Gleichungen

curlE —ikH = 0, curlH +ikE =0 (4.3)

geniigen, wobei k € C,Imx > 0 vorausgesetzt wird. Das Gegenstiick zur Som-
merfeldschen Ausstrahlungsbedingung der akustischen Wellenausbreitung bildet
die Silver Miiller Ausstrahlungsbedingung

lim(H xz—7rE) = 0, r= |z (4.4)

r—00
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bzw.

lm (Exz+rH) = 0, r= |x|
mit auf S gleichméfligem Grenzwert. Eine Losung der Maxwell Gleichungen mit
(4.4) heiit ausstrahlend.

Losungen der reduzierten Maxwell Gleichungen erfiillen komponentenweise die
Helmholtzgleichung. Sei umgekehrt E ein divergenzfreies Vektorfeld, welches kom-
ponentenweise die Helmholtzgleichung erfiillt. Dann ist F, H := curl F'/ix Losung
der Maxwellgleichungen.

4.2 Das akustische Streuproblem am schallwei-
chen Hindernis

Thema des vorliegenden Abschnitts ist das akustische Streuproblem am schall-
weichen Hindernis. Definition 4.1 bis Satz 4.5 folgen unmittelbar [CK2] in der
Darstellung und Losung des Streuproblems. Wir sind danach unter Ausnutzung
der Ergebnisse der ersten drei Kapitel in Satz 4.6 in der Lage, die Fréchet Diffe-
renzierbarkeit des Streuproblems in Abhéngigkeit vom Rand nachzuweisen.

Definition 4.1 Sei D C IR? ein beschrinktes Gebiet mit C*— glattem Rand und
IR3\ D zusammenhingend. Wir bezeichnen als akustisches Streuproblem am
schallweichen Hindernis die folgende Fragestellung: Sei u' Lisung der Helm-
holtzgleichung in IR®. Gesucht ist ein gestreutes Feld u® € C*(IR*\ D)NC(IR*\ D),
welches der Helmholtzgleichung (4.1) geniigt und die Sommerfeldsche Ausstrah-
lungsbedingung (4.2) erfiillt, so daf das Gesamtfeld v := u’ + u® auf dem Rand
0D des Gebietes D verschwindet.

Nach Umbenennung der unbekannten Felder fithrt das akustische Streuproblem
am schallweichen Hindernis unmittelbar auf das

Definition 4.2 AufBlere Dirichletproblem: Sei f eine auf D stetige Funk-
tion. Gesucht ist eine ausstrahlende Losung u € C*(IR*\ D) N C(IR? \ D) der
Helmholtzgleichung Au + k*u = 0 in IR®\ D, welche die Randbedingung u = f
auf 0D erfillt.
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Satz 4.3 Das dufSere Dirichletproblem hat hochstens eine Losung.

Beweis: Siehe [CK2], Theorem 3.7. 0

Wir kommen nun zur Losung des dufleren Dirichletproblems. Die Definition der
Potentiale und Potentialoperatoren findet man in Abschnitt 3.1.

Satz 4.4 (Losung des dufleren Dirichletproblems.) Das dufiere Dirichlet-
problem hat eine eindeutige Losung. Sie wird gegeben durch die Funktion

u=283(I + K —inS)~'f, (4.5)
wobei die Inverse des Operators (I + K —inS) : C(0D) — C(0D) stetig ist.

Beweis: Siehe [CK2], Satz 3.9 und dessen Beweis: Es wird unter Ausnutzung der
Sprungrelationen fiir das Einfach- und Doppelschichtpotential gezeigt, dafl das
Potential S3p — vgl. Abschnitt 3.1 — das duflere Dirichletproblem 16st, falls die
Dichte ¢ € C(9D) eine Losung der Integralgleichung

(I+K —inS)p=2f

ist. Die Invertierbarkeit des Operators und die Stetigkeit der Inversen fithrt man
mit Hilfe des Satzes von Riesz und der Kompaktheitseigenschaften von .S und K in
C(0D) — vgl. die Sétze 3.12 und 1.1 — auf seine Injektivitat in C'(0D) zuriick. Die
Injektivitat von (I + K —inS) wird in [CK2] unter Ausnutzung der Eindeutigkeit
des duBleren Dirichletproblems und des Greenschen Satzes nachgewiesen. 0

Aus Satz 4.4 erhélt man die Losbarkeit des Streuproblems:

Satz 4.5 (Losung des akustischen Streuproblems am schallweichen Hin-
dernis.) Das akustische Streuproblem am schallweichen Hindernis D hat eine
eindeutige Losung. Das gestreute Feld u® wird gegeben durch

u® = —253(1 + K —inS) 'Ry, (4.6)

wobei Ry der in Abschnitt 3.1 definierte Spuroperator ist. O
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Es folgt jetzt der erste wichtige Differentiationssatz fiir ein Randwertproblem.
Die analogen Sétze fiir die beiden anderen Streuprobleme sind die Sétze 4.12 und
4.20 des dritten und vierten Abschnitts.

Satz 4.6 (Fréchet Differenzierbarkeit des akustischen Streuproblems
am schallweichen Hindernis.) Sei G C IR? ein beschrinktes Gebiet mit G C
R3\ OD, £ € INy und p > 0 hinreichend klein. Die Abbildung

u’ Cﬁ — C4(G),r — u(r),
welche durch Gleichung (4.6) definiert wird und den Rand des Gebietes 0D, auf

die Losung des akustischen Streuproblems am schallweichen Hindernis D, bei
festem einfallenden Feld u' wirft, ist F>®°—glatt. Man erhdlt die erste Ableitung
durch

ou® . 833 . 1 i
o = -2 o (I + K —inS)" Riu
+2 S3(I + K — mS)la(Ka_rmS)([ + K —inS) 'Ry’
—2 531+ K — inS)laaRlui. (4.7)
r

Beweis: Wir iiberzeugen uns von der Fréchet Differenzierbarkeit aller in Gleichung
(4.6) auftretenden Operatoren. Der Operator R; ist als Abbildung

Ry : Cﬁ — C(0D), 1 Ry(r)u’

F>—glatt. Das erhiilt man wegen u' € C*°(B) — Losungen der Helmholtzglei-
chung sind analytisch — unmittelbar aus seiner Definition. Die F'*°—Glattheit des
Operators (I + K —1nS) : C; — BL(C(0D),C(dD)) folgt aus Satz 3.14, Teil
II. Wegen Satz 3.2 ist dann auch (I + K —inS)~' : C; — BL(C(dD),C(dD))
F*°—glatt mit der Ableitung

J(K —inS)
or
Schlieflich ist die Abbildung S3 : C2 — BL(C(dD), C*(G)) nach Definition von
S3 durch S; und Sy und Satz 3.14, Teil 1., F*°—glatt. Daraus erhédlt man nun

die F*°—Glattheit der Abbildung u®. Die Form der ersten Ableitung ergibt sich
durch Anwendung der Kettenregel. a

— (I +K —inS)™* (I+ K —inS)™".
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4.3 Das akustische Streuproblem am schallhar-
ten Hindernis

Wir studieren nun die Streuung an schallharten Koérpern. Analog zu Abschnitt
4.2 folgen wir in Definition 4.7 bis Satz 4.11 unmittelbar [CK2] in der Darstellung
und Losung des Streuproblems. Die Fréchet Differenzierbarkeit des Streuproblems
kann in Satz 4.12 mit einfachen funktionalanalytischen Schliissen nachgewiesen
werden, da die notwendige umfangreiche analytische Arbeit im dritten (und zwei-
ten) Kapitel erledigt wurde. Bei der in Kapitel 5 ausgefiihrten Charakterisierung
der Fréchet Ableitung des Streuproblems benotigen wir die zweiten Ortsableitun-
gen des gestreuten Feldes auf dem Rand des Gebietes D. Thre Existenz wird in
Satz 4.13 nachgewiesen.

Definition 4.7 Sei D C IR® ein beschrinktes Gebiet mit C*—glattem Rand und
IR3\ D zusammenhingend. Wir bezeichnen als akustisches Streuproblem am
schallharten Hindernis die folgende Fragestellung: Sei u' Ldsung der Helm-
holtzgleichung in IR3. Gesucht ist ein gestreutes Feld u® € C?(IR*\ D)NC(IR?*\ D),
welches der Helmholtzgleichung (4.1) in IR3\ D gendigt und die Sommerfeldsche
Ausstrahlungsbedingung (4.2) erfiillt, so daf das Gesamtfeld u := u’ +u* auf dem
Rand 0D des Gebietes D die Randbedingung

du
o Y
erfillt, wobei
gu(x) = lim(v(z), gradu(z + ev(x))) (4.8)
1% e—0

e>0

gleichmdf$ig auf 0D gilt.

Nach Umbenennung der unbekannten Felder fithrt das akustische Streuproblem
am schallharten Hindernis unmittelbar auf das

Definition 4.8 AuBere Neumannproblem: Sei f € C(9D) eine stetige
Funktion. Gesucht ist eine ausstrahlende Losung u € C?*(IR3\ D)NC(IR*\ D) der
Helmholtzgleichung Au + k*u = 0 in IR®\ D, welche die Randbedingung % =f
auf 0D erfillt. % soll wie in (4.8) auf 0D ein gleichmdfiger Grenzwert sein.
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Satz 4.9 Das dufsere Neumannproblem hat hochstens eine Losung.

Beweis: Der Beweis folgt aus [CK2|, Theorem 2.12. 0

Satz 4.10 (Losung des dufleren Neumannproblems.) Das dufiere Neumann-
problem hat eine eindeutige Losung. Sie wird gegeben durch die Funktion

u=—28,(I — K*—inTS)"'f, (4.9)
wobei die Inverse des Operators (I — K* —inT'S2) : C(OD) — C(9D) stetig ist.

Beweis: Siehe [CK2|, Satz 3.10 und dessen Beweis: das Vorgehen erfolgt analog

zum Beweis von Satz 4.4. 0

Aus Satz 4.10 erhélt man die Losbarkeit des Streuproblems:

Satz 4.11 (Losung des akustischen Streuproblems am schallharten Hin-
dernis.) Das akustische Streuproblem am schallharten Hindernis hat eine eindeu-
tige Losung. Das gestreute Feld u® wird gegeben durch

u' =28,(I — K* —inTS3) ™ Ry, (4.10)
wobei Ry der in Abschnitt 3.1 definierte Spuroperator ist.

Wir kommen nun im Satz 4.12 zum zweiten Differentiationssatz fiir ein Rand-
wertproblem, diesmal mit Neumann Randbedingungen. Wir formulieren den Satz
analog zum Differentiationssatz 4.6 zur Streuung am schallweichen Hindernis.

Satz 4.12 (Fréchet Differenzierbarkeit des akustischen Streuproblems
am schallharten Hindernis.) Sei G C IR® ein beschrinktes Gebiet, so dafs
G C R*\ D gilt, ¢ € INyg und p > 0 hinreichend klein. Die Abbildung

u: Ch — CNG),r — u’(r),

welche durch Gleichung (4.10) definiert wird und den Rand des Gebietes 0D,
auf die Losung des akustischen Streuproblems am schallharten Hindernis D, bei
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festem einfallendem Feld u' wirft, ist F*°—glatt. Man erhdlt die erste Ableitung
durch

ou® 0S5 x_ omay-lp i
o = 2 ar (I — K" —inTS5)™" Rou
* 2
+2 S4(I — K" — inTS&)l(a;i + inagfo )(I — K* —inTS3) ' Ryu'
+28,(1 — K* — inTSS)laaRQui. (4.11)
T

Beweis: Wir iiberzeugen uns von der Fréchet Differenzierbarkeit aller in Gleichung
(4.10) auftretenden Operatoren. Der Operator R ist als Abbildung

Ry: C>— C(0D), r— Ry(r)u'

F>—glatt. Das erhilt man mit Lemma 3.8 und u' € C*°(B) aus der Definition
von Ry. Der Operator Sg ist nach Satz 3.14 und 3.18 F*—glatt als Abbildung
S+ C; — BL(C(0D),CH*(dD), der Operator T ist nach Korollar 3.15 als
Abbildung

T: C; — BL(CY*(8D),C"*(0D))

F>—glatt. Es folgt die F**°—Glattheit des Operators
TS§ :C; — BL(C(0D),C**(dD)).

Wir nutzen noch die Glattheitsaussage von Satz 3.14 fiir den Operator K* und
Satz 3.2, um die F'*°—Glattheit des Operators

(I - K*—inTS5)~": C2— BL(C(0D),C(dD))
zu erhalten. Als Ableitung erhélt man
O(K* +inTS3)
or

Schlieflich ist die Abbildung Sy : C>* — BL(C(0D), C*(G)) nach Definition von
S, durch Sy, Sy und S? nach Satz 3.14 — Teil I. und IT.— F*—glatt. Daraus folgt
die F’*°—Glattheit der Abbildung u* im angegebenen Sinne. Die Form der ersten
Ableitung ergibt sich durch Anwendung der Kettenregel. 0

(I — K* —inTS2)™! (I — K* —inTS2)~".
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Zur Charakterisierung der Fréchet Ableitung des akustischen Streuproblems am
schallharten Hindernis, wie sie in Kapitel 5 vorgenommen wird, bendtigen wir die
im folgenden Satz festgehaltene Glattheit der Losung bis zum Rand.

Satz 4.13 Sei D C IR? ein beschrinktes Gebiet mit C*®—glattem Rand. Dann
qgilt fiir die Losung u® des akustischen Streuproblems am schallharten Hindernis

u® € C**(IR*\ D).
Beweis: Wir betrachten die durch (4.10) gegebene Abbildung. Es ist Ryu’ in
CL2(oD).
L. Der Operator (I — K* —inTS2)~! bildet C*(0D) beschrinkt nach C*(9D)
ab, denn wir haben die folgenden Abbildungseigenschaften: Es sind

K*: C*(0D) — C(dD),

So: C%*(OD) — C1*(0D),

Sp: C(dD) — C**(0D),

T: C**(0D)— C'*(0D)
beschrénkte Operatoren. Zum Beweis dieser Aussagen siehe [Kil], Sétze 2.8, 2.11
und 2.12 oder [Ki2], Theorem 3.3.

I1. Es bleibt nachzuweisen, dafl das kombinierte modifizierte Einfach- und Dop-
pelschichtpotential Syp mit holderstetig differenzierbarer Dichte ¢ ein Element
von C%“(IR*\ D) ist.

a) Wir betrachten zunéchst das Einfachschichtpotential Sy¢. Es gilt fiir = aus
R\ D

(sradSip)() = | (grad,@)(a,p)e(y)ds(y)
= — [ (grad, @)@, y)(w)ds(v)

_ _/8D(Gradyc1>)(:r,y)so(y)d8(y)

9D
_ /aD(aV@))(:c, Y)v(y)e(y)ds(y)

_ _/aD(Grady[@(x,y)so(y)])dS(y)
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+ / (2, y) (Grady)(y)ds(y)
- 6D(8V(y))(x v(y)e(y)ds(y)

— —2/8D<I>(x,y)H w(y)e(y)ds(y)

—i—/ (z,y)(Gradep)(y)ds(y)

K ay(y)xx W )e(y)ds(y),

wobei Theorem 2.1 aus [CK1] benutzt wurde. Es sind H aus C%*(90D) und v aus
C1*(0D). Somit sind nach Theorem 2.17 und 2.23 aus [CK1] alle Integrale aus
Ch(IR*\ D).

b) Wir untersuchen nun das Doppelschichtpotential Sy Sa¢p. Es gilt firr z € R3\ D
nach Theorem 2.23 von [CK1]
(sradS,Se) (@) = w2 [ 0w yv(y)(Sie)y)ds(y)

+ [ (grad,@)(z,y) x [v(y) x (GradSip)(y)lds(y).

Es ist S € C**(dD). Daher gilt v(y) x (GradSZy)(y) € C1*(dD). Das zwei-
te Integral besteht aus partiellen Ableitungen des Einfachschichtpotentials mit
holderstetig differenzierbarer Dichte. Diese sind nach Teil a) aus CY*(IR*\ D).
Das erste Integral ist nach Teil a) aus C**(IR®\ D). Somit folgt

gradS,Sip € CV*(IR*\ D).

4.4 Das elektromagnetische Streuproblem am idea-
len Leiter

Nun soll es um die Streuung elektromagnetischer Wellen gehen. Auch in diesem
Abschnitt folgen wir mit Definition 4.14 bis Satz 4.18 der Darstellung von Colton
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und Kress. Um im vektorwertigen Fall die Fréchet Differenzierbarkeit des Streu-
problems nachzuweisen, werden danach in Korollar 4.19 zunéchst Projektionsope-
ratoren in die Losungsdarstellung eingeschoben. Damit konnen wir dann die Er-
gebnisse von Kapitel 3 nutzen und auch hier einen Differentiationssatz beweisen.
Zur Charakterisierung der Fréchet Ableitung benotigen wir die Fortsetzbarkeit
des Gradienten des gestreuten elektrischen Feldes bis auf den Rand des Gebietes
D. Diese wird in Satz 4.21 nachgewiesen.

Definition 4.14 Sei D C IR® ein beschrinktes Gebiet mit C?*—glattem Rand
und R3\ D zusammenhdingend. Wir bezeichnen als das elektromagnetische
Streuproblem am idealen Leiter dic folgende Fragestellung: Sei E*, H' Lisung
der Maxwell Gleichungen in IR®. Gesucht ist ein gestreutes Feld E°, H®, welches in
IR3\ D die Maxwell Gleichungen l9st und die Silver Miiller Ausstahlungsbedingung
erfiillt, so daff das Gesamtfeld E := E* + E°, H := H' + H* der Randbedingung
v x E =0 geniigt.

Nach Umbenennung der unbekannten Felder fithrt das elektromagnetische Streu-
problem am idealen Leiter auf das

Definition 4.15 Auflere Maxwellproblem: Sei ¢ ein Tangentialfeld an OD
mit ¢ € TY*(OD). Gesucht ist eine ausstrahlende Lisung

E,H e CYIR*\D)NC(R*\ D)

der Mazwell Gleichungen curlE —ikH = 0, curlH +ixE = 0 in IR*\ D, welche
die Randbedingung v X E = ¢ auf 0D erfiillt.

Satz 4.16 Das duflere Mazwellproblem hat hichstens eine Ldsung.
Beweis: Der Beweis folgt aus Theorem 6.10 von [CK2]. O

Satz 4.17 (Losung des duBleren Maxwellproblems.) Das duflere Mazwell-
problem hat eine eindeutige Losung. Sie wird gegeben durch die Funktion

1
E =2E3(1 + M +inNP,S3) e, H = —cwlE (4.12)
K

wobei die Inverse des Operators (I+M +inNP.S2) : Ty (D) — T (dD) stetig
18t.
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BEMERKUNG: In Gleichung (4.12) ist zunéchst mit P, der in Abschnitt 3.1 defi-
nierte Operator fiir r = 0 gemeint, er tragt in [CK2] die Bezeichung P. Betrachtet
man die Gleichung fiir ein Gebiet D, und transformiert sie auf 9Dy, so erhélt man
genau Py (r).

Beweis: Siehe [CK2], Theorem 6.19 und dessen Beweis: es wird unter Ausnutzung
der Sprungrelationen fiir die Vektorpotentiale der magnetischen und elektrischen
Dipolverteilung gezeigt, dafl das Potential Fsa — vgl. Abschnitt 3.1 — das duflere
Maxwellproblem 16st, falls die Dichte a € T C? “ eine Losung der Integralgleichung

(I + M +inNPS3)a = 2c

ist. Die Invertierbarkeit des Operators und die Stetigkeit der Inversen fithrt man
mit Hilfe des Satzes von Riesz und der Kompaktheitseigenschaften von M und
NP.S? in Ty*(0D) auf seine Injektivitit in Ty*(0D) zuriick. Die Injektivitit
von I + M + inNP;S2 wird in [CK2] unter Ausnutzung der Eindeutigkeit des
auBeren Maxwellproblems und des Gauf’schen Integralsatzes nachgewiesen.

Aus Satz 4.17 ergibt sich die Losbarkeit des elektromagnetischen Streuproblems:

Satz 4.18 (Losung des elektromagnetischen Streuproblems.) Das elek-
tromagnetische Streuproblem hat eine eindeutige Lésung. Sie wird gegeben durch
die Funktion

. 1
E* = —2B3(I + M +inNP.S3) ' R3E', H® = —curlE*, (4.13)
1R

wobei Rz der in Abschnitt 3.1 definierte Spuroperator ist. -

Wir betrachten nun die Losung des elektromagnetischen Streuproblems fiir ein
Gebiet D,. Die entstehende Integralgleichung iiber 9D, transformieren wir auf
0Dy. Es entsteht

E*(r) = —2E5(r)(I + M(r) + inN(r)Py(r)Si(r)) " Rs(r) E".

Wir wollen allerdings der Ubersichtlichkeit halber die Abhingigkeit von 7 nicht
immer wieder auffithren und zur Gleichung (4.13) zuriickkehren.
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Korollar 4.19 Die Liosung des elektromagnetischen Streuproblems wird gegeben
durch die Funktion

. 1

E* = —2[E3P)) [(I + PoM Py + inPyNPLSE Py) Y] [PoRs) Y, H® = —curlE*.
1K

(4.14)

BEMERKUNG: Der Operator P, ist der orthogonale Projektionsoperator auf die
Tangentialebene von 9Dy, welcher im Fall » = 0 mit P, iibereinstimmt (vgl.
Abschnitt 3.1). P, ist ein i.A. nicht orthogonaler Projektionsoperator in die Tan-
gentialebene von 0D, welcher bei Einschrankung auf die Tangentialebenen von
0Dy und 0D, zu P, invers ist. Er hiangt wesentlich von r ab.

Beweis: Die Gleichung (4.14) folgt sofort aus (4.13) durch zweifachen Einschub
der Identitit Irpp,) = P2 Py, Ausnutzung des Assoziativgesetzes fiir Abbildungen
und die Beziehung

(P(I+A)7'P) = (P(I+A)P)™"
(I + PyAPRy)™,

falls (I + A) invertierbar ist. .

Satz 4.20 (Fréchet Differenzierbarkeit des elektromagnetischen Streu-
problems.) Sei D beschrinktes Gebiet mit C*“—glattem Rand. Die Abbildung
C>* — C(M),r — (E°,H®), welche durch (4.13) definiert wird und den Rand
des Gebietes D, auf die Losung des elektromagnetischen Streuproblems am idea-
len Leiter bei festem einfallenden Feld (E°, H') wirft, ist F>°—glatt. Man erhilt
die erste Ableitung durch

R)ou O, Py)

el —2 5 [Po(I + M +inNP.S3) "' Py [PyR3| E"

+2 [E3Py] [Po(I + M +inNP,S3) ' Py
OPy[M + inN P, S?| P ,
ORM + NP S| Py [Po(I + M + inNP,S2) "' Py] [PyRs]E'

or
+2 [E3Py) [Po(I + M +inNP,Sg) ™' ] MEZ' (4.15)

or
OH* 1 oF®
= —curl

or K or

(4.16)
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Beweis: Wir iiberzeugen uns von der Fréchet Differenzierbarkeit der in Gleichung
(4.14) auftretenden Operatoren. Betrachten wir zunéchst die Projektionsoperato-
ren Py, ..., P, und R3. P, ist unabhéngig von r und somit F*°—glatt als Abbildung

C>* — BL(C™* (0D, €?),CT™*(8D))

fiir n = 0,1 bzw.

2, 3
C;* — BL(C(0D,C"),CT(0D)).
Die F*°—Glattheit von P; als Abbildung

P C’i’a — BL(C™* (0D, C?),C™* (0D, C*))
fiir n = 0,1 bzw.
Py C* — BL(C(0D,C?%),C(8D, C?))

folgt aus Lemma 3.8. Auch die F*°—Glattheit der Operatoren P, und R3 in den
jeweils entsprechenden Raumen erhélt man analog. Es ist bei diesen Operatoren
nicht mehr moglich, in den Tangentialrdumen zu arbeiten, da die Fréchet Ab-
leitung aus diesen Rédumen herausfillt. Die Differenzierbarkeitseigenschaften des

Operators Sz als Abbildung
Sq: C»* — BL(C(0D,C?),C"*(dD,C?))
erhdlt man aus den Sétzen 3.14 und 3.18. Die F**°—Glattheit von
N: C»* — BL(C"*(0D,C?%),C%* (8D, C?))

ist in Korollar 3.15 festgehalten. Wir fassen M = MoP, zusammen. Die F>—Glattheit
von M als Abbildung

M: C*>* — BL(C(0D,C*),C**(0D,C?))

folgt aus Satz 3.14 und Gleichung (3.1). Es folgt daraus die F’*°—Glattheit des
Operators
I+ PyMP, +inPyN P, S; Py
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als Abbildung C>* — BL(C(dD, @?), C(0D, €*)) und mit Hilfe von Satz 3.2 auch
die F*°—Glattheit seiner Inversen. Die F'*°—Glattheit von Fj als Abbildung
Es: Cg’o‘ — BL(C(0D, ©?),C(G, T?))

erhélt man nach Definition von E3 durch E; und E, nach Satz 3.14. Daraus folgt
die F>°—Glattheit der Abbildung (E*, H®). Die Form der ersten Ableitung ergibt
sich unter Anwendung der Kettenregel. a

Zur Charakterisierung der Fréchet Ableitung des elektromagnetischen Streupro-
blems am idealen Leiter, wie sie in Kapitel 5 vorgenommen wird, bendtigen wir
die im folgenden Satz festgehaltene Glattheit der Losung bis zum Rand.

Satz 4.21 Sei D C IR? ein beschrinktes Gebiet mit C**—glattem Rand. Dann
gilt fiir die Losung (E°, H®) des elektromagnetischen Streuproblems

E* € CY(IR*\ D).
Beweis: Wir betrachten die durch (4.13) gegebene Abbildung. Es ist
RsE' € CTY*(0D).

L. Der Operator (I4+M+inN P;S2)~! bildet CT"*(dD) beschrinkt nach CT"*(9D)
ab, denn es gilt NP;S2a = NSga und wir haben die folgenden Abbildungseigen-
schaften der beteiligten Operatoren: Es sind

M : CT*(0D)— CT*(dD)

So : C%(0D,C*) — (0D, C?)
Sy CY(OD,T?) — C**(0D,C?)
N : C**0D,C?*) — CT“*(0D)

beschrinkte Operatoren. Die Abbildungseigenschaften von M und Sy sind in
[Ki2], Theoreme 2.5, 2.1 und 3.3 festgehalten. Betrachten wir den Operator N.
Der erste Summand besteht aus Einfachschichtpotentialen und hat somit die
behaupteten Eigenschaften. Wir wollen noch zeigen, dafl der durch

(Be)(@) i=v(a) x [ grad, ®(c,y)p(y)ds(y), = € oD
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definierte Operator B : CY*(0D) — CT"*(9D) beschrinkt ist. Betrachte das
Einfachschichtpotential

w(r) = /8D O(z,y)p(y)ds(y), =€ R,

Dann ist nach Satz 4.13 die Funktion w € C%**(R*\ D) und hat nach den
klassischen Sprungrelationen die Randwerte

(v(x) x gradu,) () = vl@) x [ grad, @(e.)p(y)ds(y)
= (Be)(x).
Es ist also By € CH*(0D, IR?) und ebenso By € T(9D), woraus die Aussage
iiber den Operator N folgt.
I1. Wir betrachten zunichst das Potential E;. Es gilt fiir z € IR*\ D

(Ba)(a) = curl | @z y)a(y)ds().

Es folgt Eia € CY*(IR?\ D) aus Satz 4.13.

Wir untersuchen nun das Potential EyS2a. Es gilt fiir x € R®*\ D nach (6.40)
und (6.38) von [CK2]

(BaSa)@) = [ (v(y) x Sta(y) @, y)ds(y)

—grad - v(y) - curl(Sia)(y)®(x, y)ds(y).
Es ist S2 € C**(0D, IR?). Daher gilt (v, curl(S2a)) € C**(9D). Das zweite Inte-
gral besteht aus partiallen Ableitungen des Einfachschichtpotentials mit holder-
stetig differenzierbarer Dichte. Dieses sind nach Satz 4.13 in CY*(IR*\ D). Auch
das erste Integral ist in C'*(IR® \ D) nach Satz 4.13 oder Theorem 2.17 von
[CK1]. Somit folgt EySga € CH*(IR3\ D). 0



Kapitel 5

Charakterisierungen der
Ableitungen von
Randwertproblemen

Im vierten Kapitel wurde fiir die Losungen von Randwertproblemen die Diffe-
renzierbarkeit nach dem Rand des Streugebietes nachgewiesen. Es wurde auch
ein Weg zur Berechnung der Fréchet Ableitungen aufgezeigt. Wir wollen in die-
sem Kapitel zeigen, dafl es noch eine effektivere Moglichkeit zur Berechnung der
Fréchet Ableitungen gibt. Die Ableitungen sind wieder Losungen von Randwert-
problemen und kénnen somit mit den bekannten Methoden zu deren Bearbeitung
numerisch berechnet werden. Die im folgenden hergeleiteten Charakterisierungen
sind dariiber hinaus auch von theoretischem Interesse.

In drei Abschnitten beschéftigen wir uns nacheinander mit den beiden akustischen
und dem elektromagnetischen Streuproblem.

5.1 Das akustische Streuproblem am schallwei-
chen Hindernis

Gegenstand des Abschnitts ist der Beweis des folgenden Satzes.

117
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Satz 5.1 Die Fréchet Ableitung % der Streuabbildung u® zum Streuproblem am
schallweichen Hindernis D wird an der Stelle r = 0 und mit dem Argument
h € C*(OD, IR?) durch die Lisung des duferen Dirichletproblems zum Gebiet D
mit den Randwerten

—(h(x), grad,u(z)) = —<h(x>,y(x)>gz’(x>, z €D, (5.1)

gegeben, wobei u = u' + u® die Losung des urspriinglichen Streuproblems zum
Gebiet D darstellt.

Beweis: Wir werden zeigen, daf die durch Satz 4.6, Gleichung (4.7), gegebene
Funktion eine Losung des d&ufleren Dirichletproblems mit den angegebenen Rand-
werten ist. %(r, h) 16st die Helmholtzgleichung in IR? \ D und geniigt der Som-
merfeldschen Ausstrahlungsbedingung, wovon man sich anhand der Darstellung
(4.7) durch Blick auf die Potentiale tiberzeugen kann. Es bleiben die Randwerte
zu berechnen, was nun ausgefithrt werden soll.

Vorbemerkung: Im Prinzip gehen wir im folgenden mit denselben Techniken vor,
wie sie in [CK1] zur Berechnung der Randwerte von Einfach- und Doppelschicht-
potential benutzt werden. Dabei wird jeweils unter dem Integral durch die Sub-
traktion bzw. die Addition eines geeigneten Termes die Singularitdt des Kerns
erniedrigt, so dafl die Stetigkeit des entstehenden Potentials nachgewiesen wer-
den kann. Der subtrahierte Term wird wieder addiert, er muf} also derart gewéhlt
sein, daf} seine Randwerte berechnet werden konnen. Im Fall der Randwerte der
Fréchet Ableitung 0S5(r)p/0r des Potentials Sz ergibt sich ein moglicher zu ad-
dierender Term genau durch Fréchet Differentiation von (S3(r)¢)(r, h, xZ) nach 7
an der Stelle 7 = r, wobei 27 durch

z, =z +r(x)+v(rx)- T (5.2)
definiert ist. Differenziert man nun statt S3(r) den gesamten Ausdruck
Ss(r)e(r, ;) (5-3)

nach r, so wird nach der Kettenregel genau der richtige Term addiert, der dann im
Anschluss wieder subtrahiert werden mufl. Diese Beobachtungen werden in Glei-
chung (5.5) ausgenutzt. Hinzu kommt die folgende Beobachtung: Der Grenzwert
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der Fréchet Ableitung von (5.3) fiir 7 — 0 ist

10(K —1inS)

2 or
Dies ist bei der Dichte ¢ = (I + K —inS) ' Ryu’ genau der Grenzwert der zweiten
Zeile von (4.7). Da die Vorzeichen in (4.7) verschieden sind, hebt sich dieser Term

also heraus und die Randwerte der ersten beiden Terme ergeben sich durch die
Randwerte der Fréchet Ableitung des Ausdrucks Ss(r)¢)(r, h, 2%) nach 7.

Wir betrachten einen kleinen Streifen um den Rand 0D des Gebietes D. Sei 7
hinreichend klein. Wir schreiben 27 fiir #]. Dann wird fiir » = 0 durch (5.2) fur
|T| < 79 der Streifen

@.

D™ = {z € IR* mingeop |x — y| < 7o}
bijektiv auf die Menge {(z,7),x € 0D, —19 < 7 < 79} abgebildet.

Wir wollen die Randwerte der Potentiale an der Stelle » = 0 berechnen. Um iiber-
sichtlich zu bleiben fiithren wir das Argument r nur dann auf, wenn die Operatoren
auch fiir von Null verschiedene Argumente r betrachtet werden, wenn also etwa
eine Fréchet Ableitung auftritt. %(O, h) bedeutet, dafl S5 nach r differenziert
wird und diese Ableitung an der Stelle r = 0 betrachtet wird. a

I. Zunschst berechnen wir die Randwerte von S3(/ + K — inS)~' %%y’ d.h. den
letzten Term von (4.7), an der Stelle r = 0. Es gilt

lim (2S30)(«7) = (I + K — inS)¢)(x).x € OD,

und somit erhalten wir

lim (= 285(1 + K — mS)la;l

7—0 r

O.m) ) = (220 mu) ()

= —<h(1’), gradui(x)>.

I1. Nun wollen wir zeigen, daB fiir den Grenzwert der ersten beiden Terme in (4.7)
an der Stelle r = 0 die Gleichung

: 853 : -1 % T
lim {_2(&«), W)+ K —inS)~ Ry’ ) (a7)
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I(K —inS)
or

= —<h(:c),grad us(a;)> (5.4)

+2(S5(1 + K — inS) ™! (0,h)(I + K —inS)~" Ryu) (:1:7)}

gilt. Wie zu Anfang des Beweises beschrieben erhalten wir mit Hilfe der Ketten-
regel nach Umstellen die Gleichung

{25, }0haT) = D LSi) (D) }0.h) — (b, arad (2550} (7))

or
—<7- : g:(@,h,x),grad {2550} (x7)> (5.5)

Wir setzen in (5.5) ¢ := (I + K —inS) ' Ryju’ und nutzen
u® = —255(1 + K —inS) 'Ry,
um fiir den ersten Term von (5.4) die Gleichung

o501+ K = i) Rl o) = 2 {(Sy(0) )} 0. 1)

S( T v rnI S( T
—<h(:c),gradu (x )> - <7'~ (87" >(h),gradu (x )>

zu erhalten. Losungen u! der Helmholtzgleichung sind analytisch, somit ist R;u’
sicherlich in CY*(9D). Ferner wirft die Abbildung (I + K — inS)~! den Raum
C1*(0D) nach CY*(dD), woraus ¢ € C"*(dD) folgt. Einfach- und Doppel-
schichtpotential mit Dichte ¢ sind dann in C*'(IR?*\ D) (vgl. [CK1]). Also kon-
vergiert der Term

S T al/ S T
—<h(m),grad u®(x )> - <7' . E(O’ h,x), grad u®(x )>

gegen —<h(m),grad us(x)> fir 7 — 0. Aus den klassischen Sprungrelationen
— vgl. die Sétze 2.12 und 2.13 von [CK1] - folgt die Beziehung

lin%)(253(f + K —inS) o) (a7) = p(z),z € OD.
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Um nun Gleichung (5.4) nachzuweisen, muff nur noch

lim {;{(_253¢)(x:)}(0, h) + aar{K —inS}0, h)go(:c)} =0 (5.6

7—0

bewiesen werden. Wir fithren den Beweis im potentialtheoretischen Fall kK = 0
aus. Der Fall k # 0 kann analog behandelt werden. Wir betrachten die Anteile
S, und —inS; des Potentials S3 nacheinander.

ITI. Zunéchst zeigen wir

lim {§{<_251¢)(w:)}(o, h) + gf(o, h)@(x)} =0. (5.7)

T—0

Wir berechnen

0

DeasoEn}on = o[ k@ )

oD |z — y]?’

o(y)ds(y)

~of Yoyt 69)

D |z7 —y| Or
<xT — Y %(07 h7 :L"))

+ 72
o |7 —yl’

(y)e(y)ds(y).

Die Stetigkeit der ersten zwei Terme der rechten Seite von (5.8) fiir 7 — 0 und
der Grenzwert
x—y,h(x) — h(y
2/ < @ 3 WDy dsty)
oD [z =y
1 oJ oS

S r— 5, (08 y)e(y)ds(y) = =570, h)p(z)

ist eine Konsequenz von Theorem 2.7 von [CK1]. Das dritte Integral von (5.8)

kann in der Form

ov 1
(5, (0.h.2), (grad, /8D = y‘so(y)dS(y)) ) (5.9)

geschrieben werden. Wegen ¢ € C1*(9D) ist der Term (5.9) als Konsequenz von
Theorem 2.17 von [CK2] beschrankt fiir 7 > 0. Wir erhalten
=0

lim 7 - 2<g:(0, h, ), (gradx /BD z i J gp(y)ds(y))

T—0

und damit (5.7).
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IV. Nun zeigen wir

: 0 0K
i { S {2520} 000 + GrO M@} =0 (510
Wir nutzen die Zerlegung v, (z]) = ¢(x)w,(z]) + u,(z]), wobei v, das Doppel-
schichtpotential auf 9D, mit Dichte ¢ bezeichnet. w, steht fiir das Doppelschicht-
potential mit konstanter Dichte 1 und wir setzen

wlol)i= [ FEB o) - o) 1)) (5.11)

Wir erhalten
Il (250)(a)} = 22 {olwpun(a]) + D)} = ~25 (w27}

und

0K 9,

2 o) = 25 Lol o) )} = 29 ()}
wegen wy(x]) = 1 fiir 7 > 0 und w,(x]) = 0.5 fiir 7 = 0 fiir alle r € V. Es bleibt
die Stetigkeit von 2 {u,(z7)} (0,h) in 7 an der Stelle 7 = 0 nachzuweisen. Wir
berechnen

O {laD}0.1) = [ (ury) 27— )0, ) [(0) — ()] ds(y)

D 37’ |xT —y’

>( 3)<~7j _3/73 {27 — 4. }(0, h)>

[o(y) — ()| ds(y)

+ <V<y)7‘7’j_y

oD 7 —y|”
+ [ (vl - >u;;Agﬁ0hw[<>—wwwdw, (5.12)
aar{m — e }(0,h) = h(x) = h(y) + gi(o, h,x)-T (5.13)
mit
| 0 h)| <clz™ —y]. (5.14)

Nutzt man die Abschitzung (3.31), so folgt die Stetigkeit von 2 {u,(z7)} (0, h)
aus dem folgenden Lemma.
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Lemma 5.2 Sei p € C(0D). Wir setzen

B = [ (00 =) K7 o)~ e@]ds) (315
und

D ] 1

fip(a7) = /wg@(ny),xr — (0, h)W—yr”W) — o()]ds(y),  (5.16)

wobei wir fiir den beschrdinkten Kern K(h T,x,y) stetige Differenzierbarkeit nach

T fiir x # y und ’86 (h,7,x y)‘ T T_y| fiir x # y voraussetzen. Dann sind Uy
und uy stetig i D).

Beweis: Die Integrale existieren wegen (3.31) fiir 7 = 0 als uneigentliche Integrale
und sind stetige Funktionen auf 0D. Wir weisen die gleichméfige Konvergenz

lim @;(27) = a;(x), i=1,2,

T—0

auf 0D nach. Wir fithren den Beweis fir @, aus.

Wir setzen ]
V(h,z,y) = <V(y),a: — y> K(h,T,x,y)m.
Mit (3.31) erhalten wir fiir hinreichend kleine 7
o7yl = ey 42— ya” ) + a7 o

1
> e~y + o7 2
Dann folgt mit Hilfe der Zerlegung

(vy)a” —y) = (v(), 2" —2) + (v(y),z —y)

fiir alle ¢ < @ mit einer Projektion auf die Tangentialebene

[ i as < { [ dovlar—a [ |2)3/2}
— Cg+1) <CQ+1) (5.17)
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mit S,, = 0D N Q,(z) und einer Konstanten C, welche von 0D abhéngt. Eine
Anwendung des Mittelwertsatzes liefert

|\I](h7$7—7y) - \I/(h,il,‘,yﬂ < 02 |x — :C3’
|z =y
fir 2|2™ — x| < |z — y| und somit
|27 — x|
U(h,z.,y) — V(h,z,y)|d <C 5.18
Lo, 12007 9) = Wl ylds(y) < Oyt (5.18)
mit Konstanten Cy und C5. Aus (5.17) und (5.18) folgt nun
P N T —
i (") — (@) < Of sup o) — o)+ Y (5a9)
ly—z|<q q

mit einer Konstanten C'. Zu € > 0 konnen wir ¢ > 0 mit

lp(y) — p(@)] < 50

fir alle y,x € D mit |y — x| < ¢ wéhlen, denn ¢ ist gleichméfig stetig auf dD.
Nun sei § < (¢/2C)¢3. Es gilt dann

lu(z™) —u(x)| < e

fir alle |27 — 2| < 0 und der erste Teil des Lemmas ist bewiesen. Den zweiten
Teil beweist man durch ein analoges Vorgehen, indem man stets (v(y),z” — y)
durch Z(v(y),2™ — y)(0, h) ersetzt. O

Bemerkung: Wir wollen die Aussage des vorausgehenden Satzes von einem heu-
ristischen Standpunkt betrachten. Die Fréchet Ableitung des gestreuten Feldes
besteht aus einer Summe zweier Terme mit den Randwerten

—(h(x), (gradu’)(z,)) ~ und — (h(x), (gradu®)(z,) ).

Der erste Term beschreibt die Verdnderung von u®, wenn die Randwerte durch
Translation des einfallenden Feldes bei festem Rand verédndert werden. Den zwei-
ten Term kann man lokal als Verdnderung von u® betrachten, wenn der Rand des
Gebietes in Richtung h(z) translatiert wird. O
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5.2 Das akustische Streuproblem am schallhar-
ten Hindernis

Wir wollen den folgenden Charakterisierungssatz fiir die Fréchet Ableitung des
Streuproblems am schallharten Hindernis beweisen.

Satz 5.3 Sei D ein Gebiet mit C**—glattem Rand. Die Fréchet Ableitung 68—
zum Streuproblem am schallharten Hindernis D wird an der Stelle r = 0 und mit
dem Argument h € C**(0D, IR?) durch die Lisung des duferen Neumannpro-
blems zum Gebiet D mit der Normalenablez’tung

—<gl;(h,a:) (grad u)(z)) — Zh 8:10 8:10] vi(z), € 9D (5.20)

gegeben, wobei u = u' + u® die Losung des urspriinglichen Streuproblems zum
Gebiet D darstellt.

Beweis: Wir werden zeigen, dafl die durch Satz 4.12, Gleichung (4.11), gegebene
Funktion Losung des duleren Neumannproblems mit den gegebenen Neumann-
Randwerten ist. 92 (h) 16st die Helmholtzgleichung in JR* \ D und geniigt der
Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung, wovon man sich anhand der Darstel-
lung (4.11) durch Blick auf die Potentiale iiberzeugen kann. Es bleibt die Nor-
malenableitung am Rand zu berechnen. Wir betrachten wie schon im Beweis von
Satz 5.1 Streifen um den Rand 0D des Gebietes D und wenden dieselbe Methode
zur Berechnung der Randwerte an.

Vorbemerkung: Die Vorbemerkung des Beweises von Satz 5.1 bleibt hier giiltig,
wenn man die Rolle des Potentials S3 durch die Normalenableitung des Potentials
Sy ersetzt. Wir nutzen die dort eingefithrten Bezeichnungen

x ==x+r(x)+v(rz)-T, x’ = x). (5.21)

I. Zunéchst berechnen wir an der Stelle » = 0 die Normalenableitung Nu des
Ausdrucks u = Sy(I — K* — inT'S3) ' %24’ auf dem Rand des Gebietes D, d.h.
wir bearbeiten den letzten Term von (4 11). Die klassischen Sprungrelationen
liefern

1
NS, = —5(1 — K* —inTSy), (5.22)
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und somit erhalten wir

OR;

(2NSy(1 - K’ — stg)-laa]i?(o, hyu')(z) = _(W(O’ h)ui)(m)
- _<g’;(o,h,x), (grad u')(z)) — %hk(x)aig%@)yj(x).

II. Nun wollen wir zeigen, dafl fiir den Grenzwert der ersten beiden Terme in
(4.11) an der Stelle r = 0 die Gleichung

0S4

* ; 2\—1 i
Q(NW(Q h)(I — K* —inTS5)™ Rou )(x)
O(K +inTS3 |
$o(NSu(1 — K — a7y P 1 g i) o) (0
_ o . 02u* (x)
= (5, (0.h,2), (grad w)(x)) ~ %hk(x) S, (@) = €9D (5.23)

gilt. Fiir eine Funktion w € C'(IR*\ D,) haben wir

(Nw)(z) = lim <1/(:U), (gradw)(xT)> = lim ﬁ{w(f)}

7—0 T—0 OT

Wir interessieren uns fiir die Funktion w = 2%4(I — K*inT'S3) ™' Ryu’. Wir setzen
¢ = —(I — K* —inTS2) ' Ryu’, wobei hier die Operatoren an der Stelle r = 0
betrachtet werden. Die Funktion ¢ ist also von r unabhéngig. Wie in der Vorbe-
merkung angesprochen erhalten wir mit Hilfe der Kettenregel nach Umstellen

2 {sieonan) = TS }0h)
- <grad(s4¢)<f),aa‘“f(o,h)>. (5.24)

Da fiir C?“—glatten Rand die Losung u® des dufleren Neumannstreuproblems
nach Satz 4.13 in C%*(IR?\ D) ist, erhalten wir fiir den letzten Term von (5.24)
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an der Stelle r =0

" Or

<grad Sap)(x 8IZ (O,h)>
< rad(Syp)(z"), h(x) + gi((), h,z) T >

33\@@\@

ov
{grad(&gp)( )} h(x) + E(O’ h,x) T >

+ <grad(S4<p)(:UT), g:(o, h, :U)>

= kz yj(x)gafgz hi(x) + (grad u® (z), g’;(o, h,o)) (5.25)

I
~
QJ‘Q)

fir 7 — 0 mit u® = Syp. Den Beweis von (5.23) reduzieren wir nun mit Hilfe von
(5.24) und (5.25) auf den Nachweis der Beziehung

lim {2(;97;{(54@( DO, ) - (a(K* BZ”T53>(0,h)¢) (:1:)} =0. (5.26)

T—0
Wir untersuchen nacheinander die Anteile S7 und +inSy des Potentials Sy.

[II. Zuné&chst zeigen wir

lim {255{(5190)( )0, h) - (%K*(o h)e) (x )} = 0. (5.27)

7—0

Wir berechnen fiir x € 0D

22 2 L (510)(7)} 0.1)
0 0

= 25 { [ @y Jr(r ) e)ds(y) }0.h)

- 26?T<y<r, o). [ (rad, @) (a7, y)p(y)Jr(r.y)ds(y) ) (0.0)  (5.28)

und

(% 0. me) )
0

=25 { | (v2). (grad, @) v, 1) ) T y)ds(y)} (0,1). (5.29)
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Wir haben also die Stetigkeit von (5.28) an der Stelle 7 = 0 nachzuweisen. Wir
nutzen die Zerlegung

|, (vr2), (rad, @) (@7 92) o) I y)ds(y)
= ) /a i <u<r 7). (g1ad, @) (a7, 4,) ) Jr (r, y)ds(y)
[ {vlr2). (grad, @) (07.9)) [p() = 9(@)] Jr(r)ds(y) - (5:30)
und definieren
u@p) = [ (vl o), (grad, @) (a7, u) [o(y) = o@)] Jr(ry)ds(y). @ € R,

Die Stetigkeit von W(O, h) fir 7 — 0 folgt aus Lemma 5.2. Fiir den ersten

Term der rechten Seite von (5.30) nutzen wir (vgl. [CK1], Seite 52)

(v(r,2), (grad, @) (a7, y,) ) Jr(r,y)ds(y)
oD
= (v(r,2),Up(@])) + (v(r,2), V;(a])),

fir x € 0D mit

U(z) = — (Grad D) (x,y,)Jr(r,y)ds(y) (5.31)
= 2/ r,y)®(z,y.)Jr(r,y)ds(y), =€ R?
und
Vi(z) = — /aD v(r, y)mJT(r, y)ds(y), z € R®. (5.32)

Dabei existiert das erste Integral in (5.31) im Sinne eines Cauchy Hauptwertes.
Die Stetigkeit von

; {(v(r,2).U,(27)) } (0, )

fiir 7 — 0 zeigt man analog zum Nachweis der Stetigkeit des Einfachschichtpo-
tentials, vgl. Beweisteil III. von Satz 5.1.

Zum Nachweis der Stetigkeit von

2 Loty v} (0.1)
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fiir 7 — 0 nutzen wir die Zerlegung

<1/(r,:1:), W($)> = /aD (<I/(?”, x),v(r,z) —v(r, y)>)aaq;((x7:y?j))JT(r, y)ds(y)

aq)(x,yr) ,
- /aD W“’TW y)ds(y), = IR, (5.33)

Die Stetigkeit der Fréchet Ableitung des ersten Terms von (5.33) erhélt man aus
Lemma 5.2. Fiir den zweiten Term nutzen wir

02(wy) ;[ 1w 0Ds
/aD v, (y) Jr(r,y)ds(y) = { 1/2 x € D,

Die Fréchet Ableitung verschwindet identisch, ist also stetig. Nun sammeln wir
alle Terme und erhalten Gleichung (5.27).

IV. Nun zeigen wir

lim{ aa aa ((5:520) ) } 0, h) (8(25@(0,11)@)(@} —0. (530)

T—0

Zunéchst betrachten wir den ersten Term. Es gilt fir 7 > 0

S oSSl on = oSS0
§< ). (grado,)(z7))(0,h)  (5.35)

mit

o) i= [ (vlry), (erad, @)(@.9.)) Frlr,y) (SE)W)ds(y), @ € I
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Im Beweis von Theorem 2.23 von [CK1] wird die Beziehung

(gradv,)(x]) = K* /M Dy, y ) (1, ) Jr(r,y) (S ) (y)ds(y) (5.36)

+ [ (erad, @)(a7y) x (vlr.) x (Grade(S36)) (v)) Jr(r. w)ds(v)

fir 7 > 0 abgeleitet. Fiir den zweiten Term von (5.34) erhalten wir mit Hilfe der
Aussage desselben Theorems die Beziehung

(TS3e)(w) = 2(vr o), w® [ @y, v y)(S3e) W) Ir(ry)ds(y))

—2<1/(7“, x),/aD(gradwCI))(xT,yT)x
(v(r,9) % (Gradr(S5)) () ) J2(y. 7)ds(y)), = € OD.

Wir setzen

w(27) = { 2<u(r, x), (gradvT)(x:)> 0>7>0
N WS BIE r=0

und miissen die Stetigkeit von

0

5 L (@) 10, h)

fiir 7 — 0 nachweisen. Fiir das erste Integral von w, gehen wir dabei wie beim
Einfachschichtpotential vor. Fiir das zweite Integral nutzen wir die Beziehungen

~(v(r.a). | (evad,®) (@], 5) x bly) Jr(r,9)ds(y)). « € OD

= vilr e [ (erad, @7, 31)) buly) Jo(r, )ds(y)
= vi(r, )€k /a . (grad, ®(a7, yr))j [ (y)—bi ()] Jr (r, y)ds(y)

+v;(r, ©)€; j1bi () /az) (gradxi)(a::,yr))jJT(r, y)ds(y)
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und

n(ra)eubi() [ (ead,@(a7,y)) Jr(xy)ds(a)

= v;(r, x)e; j kbr(x) /8D {2H(7“, y)vi(r,y)®(xr, y,)

—Vj (Ta Z/) 8?2}) (ZL‘:, yr)}JT(Ta y)d8<y>>

sowie

vi(r, z)€; j kb () /8D vi(r,y) (z7,yr)J (1, y)ds(y)

v (y)

O
v(y)

= vl D)essabi(o) [ 0) = i) 5o T )T, p)ds()

s udile) [ S ) ) ds(y).

die Antisymmetrie von ¢; ; und verfahren analog zu Teil III.
|

BEMERKUNG: Wie schon fiir das Streuproblem am schallweichen Hindernis erhélt
man die Randwerte der Fréchet Ableitung des gestreuten Feldes aus heuristischen
Uberlegungen. Hier taucht zusétzlich zu den Ableitungen des einfallenden und

gestreuten Feldes die Fréchet Ableitung der Normalen auf.
O

5.3 Das elektromagnetische Streuproblem am per-
fekten Leiter

Auch fiir das elektromagnetische Streuproblem am perfekten Leiter ist eine Cha-
rakterisierung der Fréchet Ableitung des gestreuten Feldes durch ein Randwert-
problem moglich.
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Satz 5.4 Sei 0D ein Gebiet mit C*“—glattem Rand. Die Fréchet Ableitung %
der Streuabbildung zum elektromagnetischen Streuproblem am Hindernis D an
der Stelle r = 0 und mit dem Argument h € C*>*(0D, IR®) wird durch die Lésung
des dufleren Maxwellproblems zum Gebiet 0D mit den Randwerten

O i o) (5.37)

or
_ —Pz(gl;(x, h) x B(@)) — (@) x (X gi(x)hj(x)), v €D

J

v(z) x

gegeben, wobei E die Liosung des urspriinglichen elektromagnetischen Streupro-
blems zum Gebiet D darstellt und P, hier gleich der Projektion in die Tangen-
tialebene von 0D ist.

Beweis: Wir werden zeigen, dafl die durch Satz 4.20, Gleichung (4.15) gegebe-
ne Funktion eine Losung des dufleren Maxwellproblems mit den angegebenen
Maxwell-Randdaten ist. 2 18st die Maxwell Gleichungen in IR* \ D, und erfiillt
die Silver Miiller Ausstrahlungsbedingungen. Davon iiberzeugt man sich anhand
der in (4.15) auftretenden Potentiale. Es bleiben die Randwerte zu berechnen.

Vorbemerkung: Wie schon bei den akustischen Problemen werden wir auch bei den
Maxwellgleichungen die Randwerte berechnen, indem geeignete Terme
addiert und wieder subtrahiert werden. Sie ergeben sich auf eine zu den Beweisen
der Theoreme 5.1 und 5.3 analoge Weise, so dafl auch hier die Vorbemerkung zu
Theorem 5.1 giiltig bleibt. Diesmal nimmt v x F3 die Rolle des Operators S5 ein.
Wir nutzen wie in den vorausgehenden Sétzen die Bezeichnungen

x, =z +r(x)+virz)- T, x’ =], 0

[. Wir berechnen die Randwerte v x FEj3 des letzten Termes von (4.15) an der
Stelle r = 0. Mit

lim v(z) x ([EsPa] [Po(I+M+inNPLS3) " Pb) (27) = (Pab)(x), = € DD (5.38)

T—0

und PPy = P, erhalten wir

lim v(z) x (= [E5P,] [PO(_]_|_M+mNPIS§)_1P2]a[PoR3]

lim 5 (0,h) E') (a)
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g’;(h,@ x E'(z) + v(z) X (; ?)Zhj(ac)) . z€dD (5.39)
_ —P2<gi(x,h) x B'(x)) —v(z) x (3 gf; (2)h;(x)), = € AD.

J

II. Nun wollen wir zeigen, daf fiir die beiden ersten Terme von Gleichung (4.15)
die Beziehung

lim,_o {V(x) X (— 28[%;]32] [Po(I 4+ M +inNP.S3) " P, [PoR:;]Ei)(xT)

+u(x) x (2[EsPy) [Po(I + M + inNP1S3) ™' P] (5.40)

or

[Po(I + M +inNPLS3) "' P,] [Py Rs| EY) (:ﬂ)}

_ _Pg(g:(o, hyx) x E*(x)) = v(x) x (D gf:(x) -hj(x)), ¥ €dD

J

gilt. Wie in der Vorbemerkung angekiindigt berechnen mit Hilfe der Kettenregel,
Einschub von P, und Umstellen fir 7 > 0

v() x o-{ EsPab}(0, h,27) = Py v(z) x Q{Eggb}(o, h,x7)

)
or or

= P, aar{”(r’ z) x [EsPab)(27) }(0,h) — P, (g:(o,h,x) x [E3Pyb](z7))
s (vlo) x (2 252 by )

—P; (v(z) x (Z W(w %jj’(r, h,z) 7)) (5.41)

fur alle Vektorfelder b € C(0D). Wir setzen nun

b = —2P(I+ M +inNS;) 'RsE", (5.42)
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nutzen E° = —2F3(I + M + inNS3) "' R3E" und erhalten fiir den ersten Term
von (5.40)

v(z) x ﬁ{ —2 Egpgb}m, h,z7) (5.43)

:p2 { [—2 E3Pob)(x )}(o,h) - P (ZV(O h,z) x ES(:ET))

_y<x>x(z%< ) hyte) = vla) x (2 G ) G0 b)),

Es ist nach Satz 4.21 die Losung des Maxwell Streuproblems in C**(IR®\ D).
Somit verschwindet der Grenzwert fiir 7 — 0 des letzten Terms von (5.43). Um
Gleichung (5.40) nachzuweisen, ist jetzt wegen (5.43) nur noch die Bezichung

lim PQ{ _ 23{y(r, ) x [EsPob] () }(0, 1) (5.44)

or
O|M P inN P, S?P.
+( [ z+g;/ﬂ 120 2](0,h>b>(xr)}:0

zu zeigen. Wir betrachten die Anteile £} und inFEs des Potentials F5 nacheinander.

[II. Zuné&chst zeigen wir
lim P2 {2 aar{u(r, 2) x [EyPab](a7) b0, ) — (a[gPQ] 0.m) (@)} =0. (549

Wir definieren

z(ryT,x) = 2/ { grad,, (IJ T,yr)<y(r,x)—V(r,y),b(y)>

(v(r,y),b(y))
(v(y),v(r,y))

—(grad, ®) (a7, y,) (v(r, ) — v(r, ), v(y))

o) g7 ) (5.46)
W) 00
o) (O O 7 st €

erhalten
2u(r,x) X [E1Pyb](x]) = 2(r,7,2), v € ID, (5.47)
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fiir 7 > 0 und fiir 7 = 0 die BeziehungA(vgl. im Abschnitt 3.1 ‘Weitere Hilfsope-
ratoren’ die Zerlegung des Operators M)

[M Pob)(z) = 2(r,0,z), x € OD. (5.48)

Es ist die Stetigkeit von P2 {z(r,7,2)} (0, ) fir 7 — 0 nachzuweisen. Fiir alle
Terme verfahren wir analog zu den Beweisteilen III. und IV. des Satzes 5.3. Fiir
die ersten beiden Terme kommt man wieder mit Hilfe von grad,® = —grad,® =
—Grad,® — V%@ und Lemma 5.2 zum Ziel. Hier kann auch Lemma 2.10 aus
[CK1] angewandt werden. Fiir den letzten Term gilt die Zerlegung

ir,y).by) 9%
2 Jon ") <u<> <r, ) v,

( rvyr)JT(T y)dS( )

y y)
= 2w(a) (R [T )ds(o) (5.49)
w (v(r,). b))
2 aDam,y)(W){”( ) o)

{v(r,z), b))
(v(z),v(r,z))
Die Stetigkeit der Fréchet Ableitung des letzten Terms von (5.49) ist eine Kon-

sequenz von Lemma 5.2. Es gilt Py(v - A\) = 0 fiir alle A € R. Nutzen wir die
Fréchet Differenzierbarkeit des ersten Terms von (5.49), so folgt

9 (x (vp(r, ), b(x)) 0P - - u)ds
P {2 ( )< @) (1) /{jD e g) )T y)d (y)}
x),

(o [ {r2) b))
= P(v@)g; {2< (@), v(r,2))

Wir sammeln alle Behauptungen und erhalten (5.45).

() b (ry)ds(y).

o0 . )
/aD G, g) & v e, y)ds(y)}) = 0.

IV. Nun zeigen wir

2
l1m P2( 0 O[NP, S§ P,)
or

aT{zu(r, z) x |EyPLS3Pab] (a7) }(0,h) —

(0,h)b) = 0.
(5.50)
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Wir setzen

v (r, 7, 1) = 25%v(r, ) X /8D (PngPgb) (y)®(z,y,)Jr(r,y)ds(y), = € ID
und

va(r,7,7) = 2w(r, &) X /8 Div(v(r) x AiSEP)) ()

(grad, @) (27, y,) Jr(y, r)ds(y), =€ aD.
Mit Hilfe von (6.40) und Theorem 3.3 von [CK2] erhalten wir
v(r,z) x (EyPLSgPyb) (a7) = va(r, 7, %) + va(r, 7,7), x € OD (5.51)
fir 7 > 0 und
(NPISSPﬂ)) (ryx) = v1(r,0,2) + vo(r,0,z), = € ID. (5.52)

Es bleibt die Stetigkeit von 2 {v;(r,,2) 4+ va(r, 7,2)} (0, k) fiir 7 — 0 nachzuwei-
sen. Die Stetigkeit von 2 {vi(r,7,2)} (0, k) wird in Teil ITI. von Satz 5.1 gezeigt.
Wir zerlegen noch einmal vy = v3 + v4 mit

vs(r, T, x) == 2Div<1/(r) X (PngPgb))(x) v(r,z) X
|, (Erade@) (a7, u) Jr(r.y)ds(y)

und

vy(r, 7, 2) == 2v(r,x) X /8D {Div(v(r) X (PngPQb)) (y)

- Div(u(r) X (Pngpgb))(x)} (gradzq))(xfn, yr)Jr(r,y)ds(y).

Die Stetigkeit von 2 {va(r, 7, 2)} (r, h) fiir 7 — 0 erhélt man entweder durch eine
Anwendung von Lemma 2.10 aus [CK1] oder wie die Stetigkeit der ersten beiden
Terme des Ausdrucks z(r, 7, x) aus Teil III. Es gilt

v3(r, 7, z) = 2Div<y(r) X (PngPgb))(x) (5.53)
{y(r, x) X Up(x)) +v(r,x) x Vi(z), },
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wobei U, and V,. definiert sind wie in Teil III. von Satz 5.3. Die Stetigkeit von

0 ,
oy (@) X Un(a]) }(0,h)
fiir 7 — 0 wird in Teil III. von Satz 5.1 gezeigt. Wir nutzen

0P

o, 2) X Vila) = [ vl ) x (vlre) = (o)) e s o) ) ds(y)

oD
und Lemma 5.2, um die Stetigkeit von 2 {v(r,z) x V,(27)} (0,h) fir 7 — 0
abzuleiten. Sammeln wir nun alle Terme, so erhalten wir (5.50) und der Beweis
des Satzes ist vollstandig. 0

BEMERKUNG: Auch fiir das elektromagnetische Streuproblem am idealen Lei-
ter erhdlt man die Randwerte der Fréchet Ableitung des gestreuten Feldes aus
heuristischen Uberlegungen analog zu den akustischen Streuproblemen am schall-
weichen und schallharten Hindernis. O
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